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ВВЕДЕНИЕ
Толстостенные прямоугольные пластины широко используются в различных отраслях техники в качестве элементов конструкций и деталей машин. При расчёте прочности таких конструкций необходимо иметь информацию об их напряжённо-деформированном состоянии. Для этого используются различные приближенные теории пластин. Решению задач статики анизотропных пластин в трехмерной постановке посвящено лишь немного работ, что связано со значительными трудностями вычислительного характера. Поэтому разработка эффективного численно-аналитического подхода к решению задач о напряженно-деформированном состоянии анизотропных толстостенных прямоугольных пластин является актуальной проблемой, имеет большой теоретический интерес и практическое значение.
Актуальность темы. В последнее время использование современных композитных материалов влечет за собой необходимость исследования прочности и надежности конструкций с учетом анизотропии материала. Поэтому получение достоверной информации о напряженно-деформированном состоянии толстостенной анизотропной пластины при различных граничных условиях и проведение анализа влияния механических и геометрических параметров на распределение полей перемещений и напряжений в пластинах представляет собой важную  научно-техническую задачу.

Для исследования напряженно-деформированного состояния анизотропных прямоугольных пластин широко используются различные приближенные теории пластин. Но во многих случаях размеры пластины и её упругие свойства требуют использования трехмерной теории упругости. Использование такой модели даёт возможность решения широкого класса задач о напряженно-деформированном состоянии анизотропных прямоугольных пластин, а также провести оценку достоверности использования различных двумерных теорий пластин.

Для решения задач статики анизотропных пластин в двумерной постановке существует много различных эффективных методов, тогда как для задач статики анизотропных пластин в трехмерной постановке таких методов немного.

Это связано с существенными трудностями вычислительного характера. И поэтому решение соответственных граничных задач, которые описывают напряженно-деформированное состояние анизотропных толстостенных пластин в трехмерной постановке, требует использования современых  численно-аналитических методов. 

Поэтому разработка эффективного подхода к решению задач о напряженно-деформированном состоянии анизотропных толстостенных прямоугольных пластин при различных граничных условиях на боковых сторонах под действием распределенного напряжения является актуальной проблемой и имеет значительный теоретический интерес и практическое значение.
Связь роботы с научными программами, планами, темами. Исследования, проведенные в работе, выполнены в соответствии с научными темами 1.3.1.370-09  “Разработка новых подходов к исследованию деформирования сложных систем оболочек из неоднородных анизотропных материалов при разных видах нагрузок на основании методов численного анализа” (№ ДР 0109U004184) и 1.3.1.510п-11 “Разработка подхода на основании сплайн-апроксимации к исследованию свободных колебаний полых цилиндров с переменными параметрами в пространственной постановке” (№ДР 0111U007251).
Цель и задачи исследования. Цель и задачи этого исследования  можно сформулировать так:

· разработка эффективного подхода к численному решению трехмерных задач статики изотропных, ортотропных, анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии и неоднородных прямоугольных толстостенных пластин под действием распределенной нагрузки на основе сплайн-аппроксимации в двух направлениях;
· построение алгоритма и реализация на ПК программного комплекса для численного решения задач указанного класса, который даст возможность проводить исследование напряженно-деформированного состояния прямоугольных толстостенных пластин с учетом изменения геометрических и механических параметров;
· решение разных классов задач на основе подхода, который   предлагается, а также проведение анализа напряженно-деформированного состояния изотропных, ортотропных, анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии и неоднородных прямоугольных толстостенных пластин в зависимости от геометрических и механических параметров, изменения толщины и нагрузки при разных вариантах закрепления краев.
Объектом исследования является статическое состояние толстостенных изотропных, ортотропных, анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии и неоднородных прямоугольных пластин, которые находятся под действием распределенной нагрузки при различных типах граничных условий на боковых гранях.
Предметом исследования являются поля напряжений и перемещений пластин указанного класса, которые зависят от механических параметров, толщины, различных граничных условий и нагрузки.
Методы исследования: исследования проводились в рамках классической теории упругости, которая основана на законе Гука, из исходных уравнений получена трехмерная краевая задача для системы уравнений в частных производных, которая сводится к одномерной методом сплайн-коллокации в двух направлениях, а последняя решается устойчивым численным методом дискретной ортогонализации.
Научная новизна полученных результатов заключается в следующих положениях, которые выносятся на защиту:

· на основании уравнений трехмерной теории упругости выведены разрешающие системы трех дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, которые описывают напряженно-деформированное состояние изотропных, ортотропных, анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии и неоднородных прямоугольных толстостенных пластин, и сформулированы различные варианты граничных условий на краях в такой форме, которая позволяет провести аппроксимацию решений, используя B-сплайны третьей степени в двух направлениях;
· разработан эффективный подход к решению задач статики изотропных, ортотропных и анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии прямоугольных толстостенных пластин под действием ортогональной нагрузки для разных вариантов граничных условий, механических и геометрических параметров, который базируется на сплайн-аппроксимации решений в двух направлениях, что позволяет свести трехмерную задачу к одномерной, и применении устойчивого численного метода дискретной ортогонализации для решения одномерной краевой задачи, который реализован в программном комплексе на ПК;
· проведено решение задач данного класса и исследовано напряженно- деформированное состояние прямоугольных толстостенных пластин при изменении геометрических и механических параметров, нагрузке и граничных условий, обнаружен ряд закономерностей в распределении полей перемещений и напряжений.
Достоверность полученных в работе результатов достигается использованием обоснованной математической модели теории пластин, корректностью формулировки задачи, тестированием разработанного подхода на ряде задач данного класса и сравнением результатов для частным образом поставленных задач с результатами, полученными методом разложения в ряды Фурье для случая шарнирно опертого края, и результатами, полученными в рамках двухмерной теории для случая жесткой заделки.

Научное значение работы состоит в том, что проведено решение широкого класса новых задач о напряженно-деформированном состоянии толстостенных анизотропных пластин при помощи разработанного численно-аналитического подхода на основе сплайн-апроксимации.
Практическое значение полученных результатов.  Результаты решения задач статики изотропных, ортотропных и анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии прямоугольных толстостенных пластин, на основе эффективного алгоритма, который реализован в программном комплексе на языке FORTRAN для ПК, и анализ напряженно деформированного состояния пластин указанного класса в зависимости от изменения геометрических и механических параметров, нагрузки и условий закрепления контуров могут быть использованы в научно-исследовательских организациях и конструкторских бюро для проведения расчетов и оценки прочности и надежности элементов конструкций.


Личный вклад соискателя. В работах [1-2], опубликованных в соавторстве с научным руководителем и к.ф.-м.н. Яремченко С.Н., диссертанту принадлежит выведение разрешающих уравнений для случая изотропной и ортотропной пластины, построение алгоритма и его реализация в программном комплексе на ПК, решение конкретных задач, соавторам принадлежит постановка задач и методика их решения, анализ результатов. 

В работах [3-4] опубликованных в соавторстве с научным руководителем, ему принадлежат постановка задач и методика их решения, анализ результатов.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссертационной работы докладывались и обсуждались на:

1. Международной математической конференции (Украина, Днепропетровск-Днепродзержинск, 2008);
2. Международной научной конференции «Математичні проблеми механіки» (Украина, Днепропетровск-Днепродзержинск, 2009);

3. Международной научной конференции «Математичні проблеми технічної механіки 2010» (Украина, Днепродзержинск, 2010);
4. Пятнадцатой международной конференции «Dynamical System Modelling and Stability Investigation» (Украина, Киев, 2011);
5. Четвертой международной конференции им. академика И.И.Ляшко «Обчислювальна та прикладна математика» (Украина, Киев, 2011).
Публикации. По результатам диссертации опубликовано восемь работ, в том числе: четыре статьи в специализированных журналах [1-4], а также четыре публикации в материалах конференций [5-8].

Автор искренне благодарит научного руководителя доктора физико-математических наук, профессора Григоренко Александра Ярославовича за постановку задачи, полезные советы и помощь при выполнении работы.

РАЗДЕЛ 1

ОБЗОР ИССЛЕДОВАНИЙ ПО РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ О НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ СОСТОЯНИИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН
1.1. Общая характеристика подходов к решению задач статики пластин и оболочек

С момента возникновения теории упругости исследования в области пространственных задач характеризовались большим разнообразием используемых подходов на основе численных и аналитических методов решения краевых задач.

Предметом  многих исследований издавна были задачи о деформации пластин и оболочек. Эти задачи были в числе тех проблем, постановка и разрешение которых привели к созданию теории упругости [9]. 

Задачи, которые возникают при расчете пластин, можно рассматривать на основе разнообразных подходов. Во многих случаях применение классической теории недеформируемых нормалей приводит к удовлетворительным результатам. Но для  нетонких пластин, пластин, подверженных действию локальных загрузок, неоднородных по толщине пластин и т.п. результаты, полученные в рамках классической двухмерной теории, являются недостаточно точными. Для такого класса задач трехмерная модель дает значительно более точные результаты. 

Один из возможных подходов к решению задач статики пластин и оболочек заключается в представлении искомых функций в виде рядов по нормальной координате. Кроме степенных рядов используются также разложения по тригонометрическим функциям и полиномам Лежандра[11-18]. Такой подход приводит к последовательности краевых задач, порядок которых зависит от числа выбранных членов. 

Общая теория оболочек переменной толщины, основанная на разложениях искомых перемещений и напряжений в ортогональные ряды Фурье по полиномам Лежандра [11-13], построена И.Н. Векуа. Данный способ сводит задачу к системам дифференциальных уравнений с краевыми условиями на лицевых поверхностях оболочки.

Метод сведения трехмерной задачи к двухмерной путем разложения всех перемещений в степенные ряды по нормальной координате и использование теоремы о взаимности работ[17,18] предложен Н.А. Кильчевским.

Вычислительная сложность решения задач статики пластин в трехмерной постановке влечет за собой разработку различных приближенных методов, которые базируются на различных упрощенных предположениях, связанных с физическими параметрами пластины. Классы задач, для которых принятые предположения являются оправданными, могут быть решены в рамках предложенных подходов. 

Разнообразие способов учета различных факторов влекло за собой существование большого количества подходов к построению уточненных моделей. Их общей чертой является учет деформаций поперечного сдвига во всех или отдельно взятых слоях. Вопросы разработки и применения уточненных моделей пластин и оболочек освещены в обзорах [19-26]. 

Вместе с однослойными широко используются многослойные пластины. Проблема  построения методов решений задач для пластин со слоями различной природы значительно усложняется. Количество геометрических и механических параметров, характеризующих пластины слоистой структуры, значительно больше, чем в однослойных. Вследствии этого для многослойных пластин возможно использование большего количества вариантов гипотез о характере распределения перемещений и напряжений по толщине пластины и о значимости тех или иных параметров. Обзор методов построения теории слоистых пластин представлен в статье [24]. 

Для задач теории трехслойных пластин разработаны различные уточненные модели с учетом деформаций поперечного сдвига в среднем слое (заполнителе) [27,28]. 

Для теории трехслойных пластин несимметричной и симметричной структуры результаты получены Э.И. Григолюком [29]. Развитие теории слоистых пластин предложено в работе [30]. Наиболее подробно рассматриваются  широко распространенные схемы пластин с двумя и тремя слоями. Для теории многослойных пластин выделены основные направления развития.  В зависимости от методов приведения трехмерной задачи теории упругости к двухмерным задачам теории оболочек, характера применяемых кинематических и статических гипотез, порядка получающихся  дифференциальных уравнений предложена классификация математических моделей многослойных оболочек. Кроме того предложен анализ основных результатов исследования устойчивости и напряженно – деформируемого состояния слоистых пластин при статическом нагружении. 

Исходя из представления об однородном напряженном состоянии тонкостенного элемента произвольной по толщине структуры Л.П. Хорошун рассматривал вопрос о сведении трехмерных уравнений теории упругости к двухмерным уравнениям теории пластин и оболочек [31].

В работе А.О. Рассказова [32] предложена теория многослойных ортотропных пологих оболочек, которые составлены из слоев постоянной толщины. Теория учитывает деформации сдвига и обжатия, поперечные нормальные напряжения. Принимается единое для всего многослойного пакета распределение касательных и поперечных нормальных напряжений. Изменение поперечных нормальных деформаций задается отдельно независимой функцией.

Напряженно-деформированное состояние пологих оболочек исследовалось на основе сдвиговой теории второго приближения в работах [33,34].

Уравнения теории оболочек с начальными приближениями рассматриваются в работах [35,36].

В статье [37]  дается анализ полученных уравнений и на основе двухмерной модели для толстых линейно-упругих оболочек приводится возможный вариант построения теории толстых упругих оболочек.

В работах [38-45] рассматриваются некоторые классы задач теории упругости.

В случае, когда упрощающие предположения не являются столь обоснованными  и очевидными, для определения напряженно–деформированного состояния оболочек используются точные уравнения теории упругости.

В работе [46] рассмотрены трехмерные модели неоднородных оболочек. Необходимость построения такого рода моделей  следует из существования больших градиентов перемещений и напряжений, значительной анизотропии упругих свойств, локального характера воздействий, динамического характера задачи. В таких случаях соответствующие математические модели можно построить с использованием аналитических методов.

Исходная трехмерная задача сводится к одномерной относительно выбранных разрешающих функций, что позволяет решить задачу о напряженно–деформируемом состоянии неоднородных  полых упругих тел в пространственной постановке на основании сочетания различных аналитических преобразований.  Решение полученной краевой задачи осуществляется с использованием методов численного анализа.

Использование на всех этапах решения соответствующих аналитических преобразований и специальных функций позволяет получить точные решения задач статики упругих тел в трехмерной постановке, полученные в аналитическом виде [47]. Таким образом получено решение задач  для однослойных  однородных тел.

В работах [48-50] рассмотрены пространственные задачи для неосесимметрично нагруженных полых сфер из непрерывно или дискретно неоднородного материала.

Решение общей задачи о равновесии однородного изотропного конуса предложено в работах [51,52]. В статье [53] рассматривается напряженное осесимметричное состояние полого и сплошного изотропного конусов под действием нагрузок, которые изменяются по полиномиальному закону.

 Результаты решения задачи Ламе для полого конуса, находящегося под действием температуры, которая изменяется только по толщине, или нагруженного равномерным внутренним давленим, представлены в работе [54]. 

Исследования [55,56] посвящены решению задач статики неоднородного изотропного конуса. В [49] рассматривается подход к решению задач о напряженно–деформируемом состоянии полого бесконечного многослойного конуса под действием осесимметричных и несимметричных нагрузок, которые изменяются по полиномиальному закону.

В работе [57] рассматривались вопросы устойчивости сжатых осевыми силами по двум мерам упругих цилиндрических тел.

В работе [58] рассматривались составные оболочки.

Статья [59] посвящена исследованию напряженно-деформируемого состояния упругих тел на основании гетерогенной математической модели.

1.2. Методы решения задач статики пластин и оболочек.
Наряду с построением различных моделей, не менее важной проблемой является развитие  и совершенствование методов решения краевых задач о напряженном состоянии упругих тел. Для решения указанного класса задач существует  ряд методов, которые можно разбить на два класса: численные и  аналитические. Остановимся в отдельности на каждом классе.

1.2.1. Аналитические методы. Для расчета напряженно–деформированного состояния упругих трехмерных тел из неоднородного материала и различной формы, которые подвержены действию неравномерных силовых нагрузок, применяются приближенные аналитические методы. К таким методам следует отнести методы разложений по параметру, возмущений, последовательных приближений, асимптотический метод и др.

Распространенным аналитическим методом решения таких проблем является асимптотический. Он основан на выделении уравнений, описывающих медленно изменяющееся напряженное состояние, и местные, быстро затухающие состояния вблизи возмущающих факторов, краевые эффекты. Метод получил развитие в работах И.И. Воровича [60] и А.Л. Гольденвейзера [61].

В работах [11,18,62]  получил развитие аналитический метод сведения трехмерной задачи к двухмерной, который основан на разложении искомых функций в ряды по толщине, то есть по малому геометрическому параметру [63].

Н.А. Кильчевский в монографии [18] развил метод разложения искомых функций в тензорные ряды. В частности, построены уравнения движения двухслойной оболочки.

Работы Ю.Н. Подильчука и др. [64,65] посвящены разработке метода решения пространственных краевых задач теории упругости для ортогональных областей, близких к эллипсоиду вращения. Этот метод является приближенным. При этом используются точные решения некоторых внутренних и внешних трехмерных статических задач теории упругости для эллипсоидальных областей.

Метод Фурье [66], который основывается на применении криволинейных систем координат с последующим разделением переменных в этих системах координат в соответствующих дифференциальных уравнениях, является одним из основных методов решения пространственных задач теории упругости для изотропного тела. Общее решение исходной задачи при этом представляется через функции напряжений, вследствие чего решение исходной задачи сводится к решению более простых дифференциальных уравнений  отдельно для каждой функции напряжений. Для построения решений также используются известные классические решения в форме гармонических функций. Решение считается точным в случае, если коэффициенты указанных рядов определяются в явном виде.

На основе метода Фурье в работах [67,68] был предложен способ построения точных решений пространственных задач теории упругости изотропного тела в криволинейных координатах, и на его основе получены решения  конкретных задач.

Приближенный аналитический подход, изложенный в работе [69] Ю.Н. Немишем, использован для получения аналитических и численных решений ряда конкретных пространственных краевых задач для гофрированных сферических тел и продольно и поперечно  гофрированных изотропных цилиндров, которые находятся под действием внешних статических усилий [70,71].

С помощью метода малого параметра в работах [72,73]  получено аналитическое решение задачи о напряженном состоянии толстостенных слоистых тел вращения, которые близки к сферическим. При этом считается, что слои изотропные  и однородные, поэтому в каждом приближении используется представление общего решения в форме Папковича – Нейбера.

Расчет слоистых оболочек на основе метода гипотез  проводится в двух направлениях:1) для вывода уравнений применяются кинематические гипотезы для каждого отдельного слоя, при этом порядок уравнений зависит от количества слоев [74]; 2) вывод уравнений дается на основе гипотез, привлекаемых для всего пакета слоев в целом, порядок уравнений не зависит от количества слоев [49,75].

Задача о напряженно-деформируемом состоянии полых и неполых достаточно длинных упругих неоднородных цилиндров в неравномерном температурном поле для произвольного закона изменения коэффициента Пуассона, модуля упругости  и температурных параметров рассмотрена в работе [76].  Процесс деформирования описывается дифференциальными уравнениями с переменными коэффициентами. Решение этих уравнений осуществляется методом частичной дискретизации.

Одним из методов исследования пространственных задач теории упругости является метод сингулярных интегральных  уравнений. С его помощью доказаны все основные теоремы существования и единственности решений краевых задач статики и установившихся колебаний упругого тела, созданы алгоритмы численного решения ряда задач теории упругости для однородных тел и тел, составленных из однородных частей с различными условиями сопряжения на границе раздела [77-79].

1.2.2. Численные методы. Для решения класса задач теории оболочек, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, либо для таких задач, которые сводятся к системе обыкновенных дифференциальных уравнений [80] применяются различные численные методы.

Метод конечных разностей (МКР). Для решения краевых задач о деформации оболочек вращения применяется МКР. С помощью данного метода одномерная краевая задача сводится к решению системы линейных алгебраичес​ких уравнений. Вследствие того, что в задачах теории оболочек имеют место краевые и локальные эффекты их напряженного состояния, по​лученная система может оказаться плохо обусловленной. Для реше​ния таких систем применяют метод разностной прогонки [81,82].  Я. М. Григоренко [83] МКР получе​ны решения для конических оболочек переменной жесткости при ан​тисимметричных нагрузках, у которых с уменьшением угла раствора конуса собственные числа матрицы системы уравнений становятся различными, что приводит к неустойчивости счета, и в этих случаях для решения задачи применялся метод разностной прогонки [81,82]. 

Метод конечных элементов (МКЭ). Первые разработки по реше​нию задач для оболочек вращения при осесимметричных нагрузках с помощью МКЭ были выполнены зарубежными авторами [84]. В этих работах рассматривались оболочки вращения определенной формы, и для их расчета предлагались различные конечно-элементные построения. МКЭ находит более широкое применение при решении двумерных задач теории оболочек.
Довольно часто для исследования напряженного состояния толстостенных оболочек МКЭ в качестве конечных элементов используются тетраэдры. В работе [85] для исследования объемно-напряженного состояния тела толстостенных оболочек использовался тетраэдр с четырьмя узловыми точками в локальной системе координат. За узловые неизвестные тетраэдрального конечного элемента выбирались компоненты вектора перемещения в направлениях осей координат и их первые производные.

 В задачах прочности, динамики и устойчивости пластин, дисков, оболочек (тонких, средней толщины и толстых), массивных осесимметричных и пространственных тел, комбинированных конструкций и других механических систем [86,87] применяется моментная схема конечных эле​ментов (МСКЭ). Впервые концептуальные основы МСКЭ были изложены А.С. Сахаровым в [88], а систематически в полном объеме теоретические основы были представлены в [87]. 

Для определенного класса пространственных тел (неоднородных, протяженных, осесимметричных, с циклической симметрией и пр.) применяется комбинированный подход на основе сочетания МКЭ и метода разделения переменных – полуаналитический метод конечных элементов (ПМКЭ) [89-92]. Как правило, при разработках, посвященных исследованию тел вращения на основе ПМКЭ, в качестве системы координатных функций (в окружном направлении) используются ряды Фурье. Основные положения МКЭ используются в качестве  основы для развития методики вывода матриц жесткости универсальных конечных элементов в рамках ПМКЭ [93].  

Метод интегральных уравнений. В работах И. А. Биргера [94] рассмотрен класс задач о напряженно-деформи​рованном состоянии оболочек вращения под действием антисимметричных и  осесимметрич​ных нагрузок. Задача описывается с помощью мо​дифицированных краевых и нормальных интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра, что упрощает их построение из исходных диффе​ренциальных соотношений. Полученные интегральные уравнения ре​шаются с помощью итерационных численных методов. Для решения плохо обусловленных задач применяется метод интегральных уравне​ний в сочетании с методом ортогональной прогонки [95].
Методы сведения к задачам Коши. В силу линейности рассматри​ваемого класса задач о деформации оболочек вращения при поиске решения можно использовать обычный метод сведения краевой за​дачи к ряду задач Коши [96], каждая из которых решается одним из численных методов (Рунге — Кутта, Адамса — Штермера и др.). Од​нако при этом, как уже отмечалось, вследствие краевых и локальных эффектов, имеющих место в тонких оболочках, указанный подход мо​жет оказаться непригодным, так как счет становится неустойчивым [96,97]. В указанных случаях задача становится жесткой [98]. Для преодоления отмеченных трудностей разработан ряд методов, с помощью которых численное решение краевой задачи сводится к устойчи​вому вычислительному процессу. К таким методам относятся: метод прогонки в дифференциальной форме, предложенный И. М. Гельфандом и О. В. Локуциевским [82], метод непрерывной ортогонализации А. А. Абрамова [86], метод дискретной ортогонализации С. К. Году​нова [99].
Принцип метода дифференциальной прогонки [82, 96] заключается в том, что краевая задачя для сис​темы линейных дифференциальных уравнений эквивалентно заменяется рядом задач Коши для систем нелинейных дифференциальных уравнений и их решении чис​ленным методом. При этом получают устойчивые процессы на прямом и обратном ходе. Некоторые аспекты метода диффе​ренциальной прогонки применительно к решению задач строительной механики изложены в статье В. Л. Бидермана [100]. При применении данного метода могут возникать трудности, связанные с неограничен​ным ростом элементов матриц прогонки[101].
Метод непрерывной ортогонализации [86] основан на непрерывной ортогонализации векторов-решений задач Коши по мере изменения аргумента и позволяет осуществить перенос любого числа граничных условий. В данном методе, в отличие от предыдущего, не происходит рост матриц, но правые части уравнений существенно сложнее, и поэтому его использование требует гораздо большего по объему счета. Основные особенности применения этого метода к ре​шению задач теории оболочек впервые рассмотрены в работах Я. М. Григоренко [102,103].
Метод дискретной ортогонализации [97] позволяет получить устойчивый вычислительный процесс за счет ортогонализации векто​ров-решений задач Коши в конечном числе точек интервала изменения аргумента. Высокая точность и эффективность метода отмечается  в книге Р. Беллмана и Р. Калабы [104]. Метод дискретной ортогонализации широко применяется для решения задач теории оболочек и в настоящее время. Алгоритмы расчета оболочек с помощью метода дискретной ортогонализации Годунова реализованы в вычислительных комплексах и пакетах программ [105, 106].

В работе [107] получены функции Коши-Крылова, позволяющие построить простые и эффективные по затратам памяти и машинного времени устойчивые при счете на ЭВМ алгоритмы решения краевых задач для жестких дифференциальных уравнений и получать результаты решения с контролируемой точностью. Для наглядности построены алгоритмы решения задач для жестких дифференциальных уравнений механики деформирования пластин и оболочек.
1.3  Характеристика подходов к решению задач статики прямоугольных ортотропных и анизотропных пластин

Напряженно-деформированному состоянию анизотропных пластин в трехмерной постановке посвящены работы [49], [87]. В этих работах предложены вариационные, численные, аналитические и численно-аналитические подходы к решению задач про напряженно-деформированное состояние ортотропных и анизотропных пластин. Следует отметить, что в большинстве работ, посвященных напряженно-деформированному состоянию неоднородных пластин в трехмерной постановке, рассматривается лиш случай шарнирно-опертых торцов.

Целиком аналитическое решение данного класса задач возможно для определенным образом заданной нагрузки на верхней и нижней гранях и специальным образом заданных компонент интенсивности объемного внешнего напряжения. В общем случае получить аналитическое решение задачи о напряженно-деформированном состоянии прямоугольных пластин в трехмерной постановке невозможно.

К численно-аналитическим методам решения задач данного класса относится метод разложения в ряды Фурье[1,87]. В этом методе искомые функции перемещения раскладываются в ряды по двум координатам, вследствие чего начальная система дифференциальных уравнений в частных производных сводится к системе шести обыкновенных дифференциальных уравнений относительно третей координаты которая, в свою очередь, решается устойчивым численным методом дискретной ортогонализации.

Для получения решения задачи о напряженно-деформированном состоянии анизотропных толстостенных прямоугольных пластин в общем виде используют численные и вариационные подходы. 

К вариационным подходам следует отнести методы Ритца и Бубнова-Галеркина[87].
  К численным методам решения задачи о напряженно-деформированном состоянии толстостенных прямоугольных пластин следует отнести метод Власова-Канторовича[87] и метод сплайн-апроксимации[1,2,3,87] с последующим решением одномерной краевой задачи методами, указанными в п.1.2, такими, как метод конечных разностей, метод конечных элементов, метод дискретной ортогонализации.
1.4    Решение задач теории оболочек и теории упругости с применением сплайн-функций
В последнее время в задачах математической физики, вычислительной математики и механики для их решения стали широко использоваться сплайн-функции. Это объясняется преимуществами аппарата сплайн-приближений по сравнению с другими  методами[154].

Большие возможности для использования сплайн-аппроксимаций представляют задачи теории деформированных упругих тел. Здесь сплайн-функции могут быть эффективно применены для решения одномерных и двумерных задач теории оболочек и пластин, двумерных и трехмерных задач теории упругости.


Для решения одномерных задач или сводящихся к ним, описывающих изгиб, устойчивость и колебания пластин и оболочек, в некоторых работах [155-157] решение аппроксимируется  сплайнами третьей и пятой степени и задача сводится к системе алгебраических уравнений. При этом в [158] при исследовании напряженно-деформированного состояния цилиндрических пологих оболочек для описания полей прогибов применяются В-сплайны пятой степени, а для тангенциальных перемещений– В-сплайны третьей степени и построенные фундаментальные системы функций удовлетворяют заданным граничным условиям.


В ряде двумерных задач о напряженно-деформированном состоянии и колебаниях пластин и оболочек при определенных граничных условиях задача сводится к одномерной с помощью какого-либо вариационного или проекционного метода, а решение последней находится с помощью сплайн-функций [159].


Кроме указанных выше подходов для решения двумерных краевых задач теории пластин и оболочек, также применяются подходы, основанные на аппроксимации искомого решения в виде отрезка ряда по двумерным сплайнам [159] или произведениям одномерных сплайнов [160] и решении системы линейных алгебраических уравнений. В работе [161] дан обзор использования сплайн-функций в различных полуаналитических, дискретных, вариационных и смешанных методах решения задач статики, колебаний и устойчивости пластин и оболочек. При этом основное внимание уделено применению сплайнов в методах конечных элементов, конечных полос и граничных элементов.


В работе [162] обсуждаются результаты исследований по проблеме сплайн-функций для вычисления геометрических параметров поверхности в задачах теории оболочек неканонической формы. Предложены эффективные приемы снижения осцилляций интерполирующего и сглаживающего сплайна. Работа [163] посвящена разработке метода аппроксимации срединных поверхностей оболочек произвольной формы с применением вектор-сплайнов, для построения которых применено интегральное тождество.


Сплайны часто находят применение в построении сплайновых вариантов МКЭ [164, 165]. В работах [166, 167] сплайны используются для построения смешанных методов конечных элементов.

В отделе численных методов Института механики им. С. П. Тимошенко НАН Украины был разработан и успешно применяется метод сплайн-коллокации для понижения размерности исходных дифференциальных уравнений в частных производных теории пластин и оболочек [168].

1.4.1 Решение двухмерных задач статики пластин и оболочек с применением сплайн-функций
В случае наличия двумерной задачи статики пластин метод сплайн-апроксимации позволяет свести исходную двумерную задачу, которая как правило описывается диференциальным уравнением в частных производных к одномерной [87].  Данная одномерная задача являет собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с граничними условиями. Сплайн-апроксимация совершается по одной пространственной координате. Выбор сплайн-функций зависит от порядка начального дифференциального уравнения в частных производных. Для обеспечения непрерывной апроксимации порядок сплайн-функций должен на единицу превышать порядок начального дифференциального уравнения. Такой поход был применен для исследования напряженно-деформированного состояния пластин и пологих оболочек в следующих работах: [174], [180], [181] Для исследования напряженно-деформированного состояния конических и некруговых цилиндрических оболочек поход применялся в [175-179]

1.4.2 Решение трехмерных задач статики пластин с применением сплайн-функций
Для решения трехмерных задач теории упругости о напряженно-деформированном состоянии полых цилиндров применялся следующий подход: по круговой координате решение представлялось в виде тригонометрических функций, что позволяло свести исходную трехмерную задачу к системе дифференциальных уравнений в частных производных относительно осевой и радиальной координаты. Полученная краевая задача при помощи сплайн-аппроксимации по осевой координате сводилась к системе обыкновенных дифференциальных уравнений по радиальной координате, которая решалась методом дискретной ортогонализации. Такой подход был применен в работах [182-191]

Численное решение некоторых задач динамической теории упругости представлено в работах [170-173].
Из приведенного обзора литературы можно отметить следующее:

1) Основные исследования по статическому поведению прямоугольных изотропных и анизотропных пластин проводятся на основе различных прикладных теорий (Кирхгофа-Лява, типа Тимошенко);

2) В рамках трехмерной теории большинство задач о напряженно-деформированном состоянии изотропных и анизотропных пластин решалось с применением модели плоской теории упругости или в случае, когда на сторонах пластин задавались условия типа шарнирного опирания;

3) В литературе имеется только незначительное число работ, посвященных численному анализу изотропных и анизотропных пластин в трехмерной постановке, что связано с большими трудностями вычислительного характера.

Учитывая изложенное, можно сделать вывод, что исследованию напряженного состояния прямоугольных в плане пластин в трехмерной постановке посвящено немного работ.

На этом основании возникает необходимость разработки эффективного подхода к решению задач статики про напряженно-деформированное состояние прямоугольных в плане изотропных и анизотропных пластин в трехмерной постановке при различных граничных условиях и его реализация на ПК, что позволит исследовать влияние изменения механических, геометрических и силовых параметров пластины на факторы её напряженно-деформированного состояния и получить некоторые закономерности для оценки прочности и деформативности элементов конструкций.

РАЗДЕЛ 2
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТРЕХМЕРНОЙ ТЕОРИИ ПЛАСТИН
2.1  Общие уравнения трехмерной теории упругости в ортогональной системе координат

В общем случае будем рассматривать упругие оболочки, составленные из анизотропных неоднородных слоев. 

В криволинейной системе координат положение какой-либо точки [image: image1422.wmf]å
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 пространства однозначно определяется тремя числами [image: image2.wmf]a

, [image: image3.wmf]b

, [image: image4.wmf]g

. Эти величины, называемые криволинейными координатами, связаны с декартовыми координатами [image: image5.wmf]x
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, [image: image7.wmf]z

функциональными соотношениями
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Так как положение точки [image: image11.wmf]M

в пространстве является вполне определенным, когда заданы [image: image12.wmf]a

, [image: image13.wmf]b

, [image: image14.wmf]g

, то также имеют место обратные зависимости:
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где [image: image18.wmf]x

, [image: image19.wmf]y

, [image: image20.wmf]z

– однозначные функции параметров [image: image21.wmf]a

, [image: image22.wmf]b

, [image: image23.wmf]g

, непрерывные вместе со своими первыми производными.

В таких системах координат выражение для квадрата длины линейного элемента имеет вид:
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Величины [image: image25.wmf]1

H

, [image: image26.wmf]2

H

, [image: image27.wmf]3

H

 являются в общем случае функциями координат [image: image28.wmf]a

, [image: image29.wmf]b

, [image: image30.wmf]g

. Их называют коэффициентами или параметрами Ляме.

Параметры Ляме определяются следующим образом:

[image: image31.wmf]2
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Перемещение точек при деформации тела под действием приложенных нагрузок характеризуется величинами [image: image32.wmf])
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, представляющими собой проекции вектора полного перемещения на направления касательных к координатным линиям [image: image35.wmf]a

, [image: image36.wmf]b

, [image: image37.wmf]g

соответственно.

Деформация тела описывается величинами [image: image38.wmf]a

e

, [image: image39.wmf]b
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, [image: image40.wmf]g

e

, [image: image41.wmf]ab

e

, [image: image42.wmf]ag

e

,[image: image43.wmf]bg

e

. Первые три из указанных величин представляют собой относительные линейные деформации по направлениям координатных линий. Остальные величины являются относительными сдвигами, происходящими в касательных в рассматриваемой точке к координатным поверхностям плоскостях. Для составляющих деформации имеются следующие формулы, выражающие их связь с перемещениями, называемые геометрическими уравнениями:
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Напряженное состояние тела в принятой системе координат характеризуется величинами [image: image45.wmf]a
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. Здесь [image: image54.wmf]a
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 - нормальные напряжения, действующие на площадках, перпендикулярных координатным линиям [image: image57.wmf]a

, [image: image58.wmf]b

, [image: image59.wmf]g

соответственно. Остальные величины представляют собой касательные напряжения, действующие по указанным площадкам. Из закона парности касательных напряжений следует, что [image: image60.wmf]ba

ab

t

t

=

, [image: image61.wmf]ga

ag

t

t

=

, [image: image62.wmf]gb

bg

t

t

=

.

Уравнения равновесия пластины записываются в виде:

[image: image63.wmf];
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   (2.1.6)

Здесь [image: image64.wmf]a

F

,[image: image65.wmf]b

F

,[image: image66.wmf]g

F

– проекции вектора объемных сил на направления касательных к координатным линиям [image: image67.wmf]a

, [image: image68.wmf]b

, [image: image69.wmf]g

.

Соотношения обобщенного закона Гука для анизотропного тела с одной плоскостью упругой симметрии  [image: image70.wmf]const

=

g

, содержащие 13 независимых упругих постоянных, запишутся в виде:
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                   (2.1.7)
Коэффициенты 
[image: image72.wmf]ij

a

 этой системы определяются из соотношений:
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        (2.1.8)

Здесь:

[image: image74.wmf]E

a

, [image: image75.wmf]E

b

, [image: image76.wmf]E

g

  – модули упругости по направлениям [image: image77.wmf]a

, [image: image78.wmf]b

, [image: image79.wmf]g

 соответственно; [image: image80.wmf],,

GGG

bgagab

  –  модули сдвига для плоскостей, параллельных координатным плоскостям [image: image81.wmf]const

a

=

, [image: image82.wmf]const

b

=

, [image: image83.wmf]const

g

=

 соответственно;  [image: image84.wmf]ba

n

, [image: image85.wmf]ab

n

,[image: image86.wmf]ag

n

,[image: image87.wmf]ga

n

,[image: image88.wmf]bg

n

,[image: image89.wmf]gb

n

  – коэффициенты Пуассона, характеризующие поперечное сжатие при растяжении вдоль осей координат;  [image: image90.wmf],

gabg

m

,  [image: image91.wmf],

bgga

m

 –  коэффициенты, которые характеризуют сдвиги в плоскостях, параллельных координатным плоскостям, обусловленные касательными напряжениями, которые действуют в плоскостях, касательных к другим координатным плоскостям;  [image: image92.wmf],

aba

h

, [image: image93.wmf],

abb

h

, [image: image94.wmf],

abg

h

  – коэффициенты взаимного влияния, которые характеризуют сдвиги в координатных плоскостях, обусловленные нормальными напряжениями;   [image: image95.wmf],

aab

h

, [image: image96.wmf],

bab

h

, [image: image97.wmf],

gab

h

  –  коэффициенты взаимного влияния, которые характеризуют удлинения, обусловленные касательными напряжениями.

2.2     Уравнения трехмерной теории упругости для изотропного,

ортотропного и анизотропного тела с одной плоскостью упругой симметрии

Рассмотрим уравнения, описывающие напряженно-деформированное состояние изотропного тела.

Уравнения равновесия:
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          (2.2.1)

где [image: image99.wmf]ij

s

удовлетворяют закон четности касательных напряжений:

[image: image100.wmf];
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 Уравнения Коши: 
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Физические уравнения, которые выражают закон Гука:


[image: image107.wmf]G
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          (2.2.3)
Закон Гука в обратной форме:
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          (2.2.4)
В случае ортотропного тела закон Гука примет вид:
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       (2.2.5)
Матрицу [image: image110.wmf]
[image: image111.wmf]111213
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  называют матрицей упругой податливости. Её элементы определяются через упругие постоянные:
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        (2.2.6)

[image: image113.wmf],,

xyz

EEE

- модули упругости по направлениям [image: image114.wmf],,

xyz

 соответственно.

[image: image115.wmf],,

yzxzxy

GGG

- модули упругости для плоскостей, параллельных плоскостям        
[image: image116.wmf]0,0,0

xyz

===

соответственно.

[image: image117.wmf],,,,,

yxxyxzzxzyyz

nnnnnn

 - коэффициенты Пуассона, которые характеризуют поперечное давление при растяжении в направлениях осей координат; первый индекс характеризует движение сжатия, второй – направление действия силы.

Система уравнений (2.2.5) позволяет рассчитать деформации при известных напряжениях. В ходе решения задач теории упругости возникает необходимость в обратных соотношениях. Они выражают зависимость упругих постоянных от известных деформаций и носят название закона Гука в обратной форме и могут быть записаны в виде:
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       (2.2.7)

Матрицу 
[image: image119.wmf]111213
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[image: image120.wmf]  называют матрицей жесткости.  Её элементы определяются через элементы матрицы упругой податливости:
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          (2.2.8)
В случае анизотропного тела закон Гука примет вид:


[image: image122.wmf]111213141516
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          (2.2.9)
Как видим, в соотношении (2.2.9) присутствует двадцать одна независимая постоянная. На практике, как правило, рассматривают тела, для каждой точки которых существует одна плоскость упругой симметрии, касательная к координатной поверхности [image: image123.wmf]const

z

=

.  В этом случае количество независимых переменных становится равной тринадцати,  и закон Гука для таких тел примет вид:
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       (2.2.10)
Коэффициенты [image: image125.wmf]ij

a

 этой системы определяются из соотношений:
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                                        (2.2.11)
Здесь:

[image: image127.wmf]x

E

, [image: image128.wmf]y

E

, [image: image129.wmf]z

E

  – модули упругости по направлениям [image: image130.wmf]x

, [image: image131.wmf]y

, [image: image132.wmf]z

 соответственно; [image: image133.wmf]xy

xz

yz

G

G

G

,

,

  –  модули сдвига для плоскостей, параллельных коордтнатным плоскостям [image: image134.wmf]const

x

=

, [image: image135.wmf]const

y

=

, [image: image136.wmf]const

z

=

 соответственно;  [image: image137.wmf]yx

n

, [image: image138.wmf]yx

n

,[image: image139.wmf]yx

n

,[image: image140.wmf]yx

n

,[image: image141.wmf]yx

n

,[image: image142.wmf]yx

n

  – коэффициенты Пуассона, характеризующие поперечное сжатие при растяжении вдоль осей координат;  [image: image143.wmf]yz

zx

,

m

,  [image: image144.wmf]zx

yz

,

m

 –  коэффициенты, которые характеризуют сдвиги в плоскостях, параллельных координатным плоскостям, обусловленные касательными напряжениями, которые действуют в плоскостях, касательных к другим координатным плоскостям;  [image: image145.wmf]x

xy

,

h

, [image: image146.wmf]y

xy

,

h

, [image: image147.wmf]z

xy
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h

  – коэффициенты взаимного влияния, которые характеризуют сдвиги в координатных плоскостях, обусловленные нормальными напряжениями;   [image: image148.wmf]xy

x

,

h

, [image: image149.wmf]xy

y

,

h

, [image: image150.wmf]xy

z

,

h

  –  коэффициенты взаимного влияния, которые характеризуют удлинения, обусловленные касательными напряжениями.

2.3  Разрешающая система уравнений статики толстостенных ортотропных прямоугольных пластин

Выберем разрешающие функции 
[image: image151.wmf],,

uvw

.
Используя системы (2.2.5), (2.2.1), (2.2.2), можем провести ряд тождественных преобразований:

Из (2.2.2): 
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 Аналогично:
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          (2.3.2)

Для того, чтобы получать уравнения относительно [image: image154.wmf]2

2

z

w

¶

¶

, будем делать следующие преобразования:

Из (2.2.1) имеем:


[image: image155.wmf]5544132333

2222222

5544132333

222

2222

55134423

22

3333

0

()0

()()0

()()

yz

xz

zz

yz

xz

xyz

Z

xyz

cccccZ

xyz

wuvwuvw

cccccZ

xzxzyyxzyzz

cccc

wuvw

zxzczycx

s

s

s

e

e

eee

¶

¶

¶

+++=

¶¶¶

¶

¶

¶

+++++=

¶¶¶

¶¶¶¶¶¶¶

+++++++=

¶¶¶¶¶¶¶¶¶¶¶

++

¶¶¶¶

=-+-+

¶¶¶¶¶¶

2

55

44

2

333333

()()

c

c

wZ

cycc

¶

-+--

¶


        (2.3.3)


[image: image156.wmf]
После замены в уравнениях (2.3.1) – (2.3.3) элементов матрицы жесткости на элементы матрицы упругой податливости имеем систему трех дифференциальных уравнений второго порядка  в частных производных, что описывает напряженно-деформированное состояние прямоугольной толстостенной ортотропной пластины:
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       (2.3.4)         
Коэффициенты  [image: image158.wmf]ij

a

 определяются из соотношений (2.2.6).
2.4 Разрешающая система уравнений статики толстостенных анизотропных прямоугольных пластин с одной плоскостью упругой симметрии

Из систем (2.2.10),(2.2.1),(2.2.2) путем элементарных преобразований получаем разрешающую систему трех дифференциальных уравнений второго порядка в частных производных, описывающую напряженно-деформированное состояние анизотропной пластины:
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Коэффициенты [image: image165.wmf],,

iii

abc

 в системе (2.4.1) определяются механическими характеристиками материала с учетом соотношений (2.2.11).

На практике формулы для анизотропного тела с одной плоскостью упругой симметрии получаются из соотношений для ортотропного тела путем поворота системы координат на угол 
[image: image166.wmf]a

 вокруг оси [image: image167.wmf]OZ

.

При этом коэффициенты матриц упругой податливости [image: image168.wmf]ij

a

 и [image: image169.wmf]'

ij

a

 в обоих случаях связаны между собой соотношениями:
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       (2.4.2)
Система, описывающая граничные условия на нижней и верхней гранях пластины для случаев изотропного, ортотропного и анизотропного тел, записывается в виде:
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Где коэффициенты [image: image172.wmf]ij

b

можно найти из соотношения:
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      (2.4.4)
2.5  Разрешающая система уравнений статики толстостенных изотропных неоднородных пластин

В случае упругих параметров, зависящих от координаты 
[image: image174.wmf]z

, из соотношений (2.2.1),(2.2.2),(2.2.3) путем элементарных преобразований получаем разрешающую систему трех дифференциальных уравнений второго порядка в частных производных, описывающую напряженно-деформированное состояние изотропной неоднородной пластины:
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Где коэффициенты 
[image: image176.wmf],,,(),(),()
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 определяются исходя из упругих свойств пластины.

В случае неоднородности по третей координате система примет вид:
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         (2.5.2)
В случае неоднородности по всем трем координатам система примет вид:
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(2.5.3)
Выводы 

В разделе 2 были получены следующие результаты:

1. Используя основные уравнения теории упругости, получены уравнения, описывающие напряженно-деформированное состояние изотропных, ортотропных и анизотропных толстостенных пластин с одной плоскостью упругой симметрии.

2. Из общих уравнений получены системы, каждая из которых является системой трех разрешающих дифференциальных уравнений второго порядка в частных производных, описывающие напряженно-деформированное состояние толстостенных изотропных, ортотропных и анизотропных прямоугольных пластин.

3. Представлена система, описывающая граничные условия на боковых гранях пластины.

4. Таким образом, полностью сформулирована трехмерная краевая задача статики толстостенных прямоугольных пластин для случаев изотропного, ортотропного и анизотропного тела.

РАЗДЕЛ 3
РЕШЕНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ СТАТИКИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН НА ОСНОВЕ СПЛАЙН-АППРОКСИМАЦИИ
3.1 Некоторые сведения о применении сплайн-функций

Пусть на отрезке [a, b] задана сетка [image: image179.wmf]b
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       (3.1.1)

Из определения следует, что сплайн  Sm,k(x) имеет непрерывные производные до порядка m-k,  а  m-k+1 – ая производная может быть разрывной на [a, b].

Множество сплайнов, которые отвечают определению (3.1), обозначим через Sm,k([image: image183.wmf]D

).  Множество сплайнов степени m  дефекта 1 (при k = 1 ) обозначим через Sm(x).

Пусть кроме сетки [image: image184.wmf]D

 на отрезке [a, b] задана сетка [image: image185.wmf]b
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Сплайн  Sm(x) называется интерполяционным полиномиальным сплайном на сетке [image: image186.wmf]D

, который интерполирует функцию [image: image187.wmf])
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         (3.1.2)

При этом узлы сетки [image: image189.wmf]D

 называются узлами сплайна, а узлы сетки [image: image190.wmf]D

 - узлами интерполяции.  Для сплайнов нечетной степени будем считать, что сетки [image: image191.wmf]D

 і  [image: image192.wmf]D

 совпадают.

Сплайн  Sm(x) из множества Sm([image: image193.wmf]D

) склеен в N – 1 узлах до m – 1 производной включительно N алгебраичных полиномов степеня m, поэтому у него есть N(m + 1) – (N – 1)m =N +m  свободных параметров. Поэтому множество всех сплайнов S(x) m-ой степени есть линейное конечномерное пространство размерности N+m.

В зависимости от выбора базисных функций возможно получить разное аналитическое отображение сплайнов.

Наиболее распространенным базисом в этом пространстве являются B-сплайны m-ой степени [image: image194.wmf])
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 (i=-m, … ,N-1), то есть любой сплайн S(x) m-ой степени можно представить единственным образом в виде:
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где bi – постоянные, i – номер сплайна (сплайны нумеруются по левому узлу их носителей). B-сплайны нулевой степени на сетке Δ определяются таким образом:
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Для построения B-сплайнов степени m (m≥1) используем расширенную сетку Δ´. В частности, можно рассматривать сетку:


Δ´: x-m < … < x-1 < x0 < x1 … < xN < xN+1 < … < xN+m.


        (3.1.5)

где  xk+1-xk=h=const.

B-сплайны степени m на сетке Δ´ можно определить из рекуррентного соотношения:
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[image: image200.wmf])
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Из всех сплайнов, которые не равняются нулю на интервале [image: image201.wmf][
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Сплайны [image: image203.wmf])
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         (3.1.8)

Для построения необходимых нам B-сплайнов перейдем к нумерации их по среднему узлу носителей, при этом нумерация сдвигается на (m+1)/2 единиц вправо.

При решении задачи про изгиб толстостенных прямоугольных пластин будем использовать B–сплайны третьей степени, которые при xk+1-xk=h=const [image: image206.wmf])
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где t=(x – xk)/h на интервале [xk,, xk+1], [image: image209.wmf])
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Каждый сплайн [image: image212.wmf])
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[image: image213.png]B,(X)





Рис. 1. В3 сплайн
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Рис. 2. Аппроксимация В3 сплайнами
При решении задач математической физики, в частности теории пластин и оболочек, во многих случаях возникает необходимость построения сплайна, что удовлетворяет наперед заданным граничным условиям на концах интервала [image: image215.wmf][
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. Такие сплайны в виде линейной комбинации В-сплайнов можно построить для некоторых вариантов граничных условий. В частности для сплайнов третьей степени можно преподнести в виде:
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где [image: image217.wmf]j

b

 – некоторые постоянные коэффициенты, [image: image218.wmf]j

y

 – линейные комбинации B-сплайнов третьей степени.

3.2 Сведение трехмерной краевой задачи  к одномерной при помощи сплайн-аппроксимации
Во втором разделе было показано, что напряженно-деформированное состояние анизотропных толстостенных прямоугольных оболочек в пространственной постановке описывается системой дифференциальных уравнений в частных производных с переменными коэффициентами (2.4.1) с граничными условиями на верхней и нижней гранях.

В этом подразделе будет описан подход к решению данной трехмерной краевой задачи, основанный на ее сведении к одномерной при помощи сплайн-аппроксимации в двух координатных направлениях.
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где функции [image: image220.wmf])
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0

=

z

 [image: image231.wmf]c

z

=

, представленными в виде (2.4.3).  Полученная одномерная краевая задача в дальнейшем решается методом дискретной ортогонализации Годунова.

Функции [image: image232.wmf])

(

),

(

y

x

a

j

a

i

y

j

представляются в виде: 

[image: image233.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

-

=

=

+

+

=

+

+

=

+

-

+

-

-

-

-

w

v

u

a

B

B

B

B

B

B

N

i

B

B

B

B

B

B

B

N

a

N

a

N

a

a

N

N

a

N

a

N

a

a

N

i

a

i

a

a

a

a

a

a

a

a

,

,

2

..

2

,

1

3

13

3

12

1

3

11

1

3

23

3

22

1

3

21

1

3

1

3

23

0

3

22

1

3

21

1

1

3

13

0

3

12

1

3

11

0

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

b

b

b

j

b

b

b

j

j

a

a

a

j

a

a

a

j





       (3.2.2)
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       (3.2.3)

B сплайны третьей степени выбираются из оглядки на то, что исходная система является системой дифференциальных уравнений второго порядка. Параметры [image: image235.wmf]3
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 определяются в зависимости от типа граничных условий на гранях [image: image236.wmf],
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Подставим представления искомых функций вида (3.2.1) в систему (2.4.1). При этом требуем удовлетворения уравнений системы в заданных точках коллокации [image: image240.wmf])
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После подстановки получим:
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где: 
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         (3.2.5) 
Перепишем систему (3.2.4) в матрично-векторной форме:

[image: image259.wmf]2

1121131141152

1

2

2

1221231241252

1

2

2

132233

u

uuuuuuvuw

u

u

v

vvvvvvuvw

v

v

w

wwu

S

AaASbAScASdASX

z

S

S

z

S

AaASbAScASdASY

z

S

S

z

S

AaASbA

z

a

a

¶

=++++

¶

¶

=

¶

¶

=++++

¶

¶

=

¶

¶

=+

¶

uuur

uuruuruuruur

uuur

uuur

uur

uuur

uuruuruuruur

uur

uuur

uur

uuuur

uur

2341351

1

2

wvwwww

w

w

ScASdASZ

S

S

z

l

ì

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

ï

+++

ï

ï

ï

¶

ï

=

¶

î

uuruuruur

uur

uuuur

uur




        (3.2.6)

где:

[image: image260.wmf];
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Обозначим:  
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Тогда система (3.2.6) перепишется в векторно-матричном виде:
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Где:
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[image: image266.wmf]0

0

0

X

f

Y

Z

a

a

a

æö

ç÷

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø











       (3.2.10)

[image: image267.wmf])
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1

)(

1

(

)

1

)(

1

(

dim

+

+

´

+

+

=

O

M

N

M

N

;

[image: image271.wmf]E

– единичная матрица,  [image: image272.wmf])
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                   (3.2.11)
Таким образом, методом сплайн-коллокации по координатам x и y начальная задача, описанная системой (2.4.1), с соответственными граничными условиями на гранях сводится к системе [image: image274.wmf])
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 обыкновенных дифференциальных уравнений (3.2.8) с матрицами граничных условий на гранях [image: image275.wmf],
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Где: 
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Здесь: 
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В обозначениях (3.2.7), (3.2.11), (3.2.12) матрицы [image: image280.wmf]j
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 и векторы [image: image281.wmf]()
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определяются исходя из соотношений (3.4.4), (3.4.9).
Эта задача решается методом дискретной  ортогонализации  Годунова.

3.3  Решение одномерных краевых задач методом дискретной ортогонализации

Ряд задач теории пластин, оболочек и теории упругости можно описать непосредственно при помощи обычных дифференциальных уравнений или свести к ним путем распределения переменных. К первой группе можно отнести, в частности, задачи про изгиб круглых пластин при осесимметричных направлениях, про осесимметрическую деформацию цилиндрических оболочек и вообще оболочек вращения, ко второй – задачи про изгиб прямоугольных пластин при шарнирном опирании противоположных граней, задачи статики оболочек вращения при неосесимметричных нагрузках и другое. Основные уравнения, которые описывают указанные группы задач, можно свести к системе обычных дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши в виде:
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с граничными условиями:
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где  [image: image284.wmf](
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- вектор-столбец правой части, [image: image286.wmf](
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- квадратная матрица порядка n; [image: image287.wmf]12
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 - заданные векторы.

Допустим, что в ряде точек могут быть заданы дополнительные условия, которые накладываются на искомую функцию [image: image292.wmf](
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где [image: image294.wmf]i

P

  – неособенная квадратная матрица порядка n; [image: image295.wmf]i
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 –  n-мерный вектор. Таким образом, по сути рассматривается более общая краевая задача для системы уравнений (3.4.1). Граничную задачу (3.4.2)  –  (3.4.3) можно было бы решить просто путем сведения к ряду задач Коши, решения которых находится любым численным методом, например, методом Рунге - Кутта. В связи с тем, что при численном решении граничных задач теории оболочек имеют место граничные и локальные эффекты, которые вызывают быстрый рост искомых функций, метод сведения граничных задач к задаче Коши может привести к нестойкости вычислений. С математической точки зрения это означает: если собственные значения матрицы системы существенно отличаются по величине действительной части, то при интегрировании с возрастанием аргумента за счет потери значимых цифр система векторов-решений задач Коши становится практичесски линейно зависимой и поэтому нельзя с достаточной точностью при удовлетворении граничных условий на втором конце интервала определить постоянные интегрирования и сами искомые функции. Может случится, что в решении не останется ни одного правильного знака. Чтобы избежать указанных трудностей, разработан ряд методов, при помощи которых численное решение граничных задач сводится к устойчивому вычислительному процессу. Одним из таких методов, который хорошо зарекомендовал себя в практике решения задач теории оболочек, есть метод дискретной ортогонализации Годунова. Эксперименты показали эффективность, высокую точность, а также его простоту и удобство при численном решении рассматриваемого класса задач на ПК. Рассмотрим суть метода. Решение граничной задачи (3.3.1) - (3.3.3) будем искать в виде:
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где [image: image297.wmf]min(,)
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Принимая, что коэффициенты первых k столбцов в равенствах (3.3.6) образуют неособенную матрицу, перенесем другие столбцы в правую часть. Тогда условия (3.3.6) запишем в виде
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Присваивая компонентам [image: image306.wmf]12
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где [image: image320.wmf]12
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 – решения однородных задач, [image: image321.wmf]1
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  –  решение неоднородной задачи Коши.

Таким образом, в точке [image: image322.wmf]i
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 до ортогонализации имеем векторы:
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Проортонормируем векторы [image: image324.wmf])
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Векторы [image: image327.wmf](
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где
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Вектор [image: image332.wmf]1
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 не нормируется и вычисляется по формуле:
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При [image: image334.wmf]i
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 получаем: 

[image: image335.wmf]1

111

21

22221

321

3333231

12

1211

1

1

1,111,221,111,

;

;

;

...

...;

...;

m

mmmmmmmm

m

m

mmmmmmmm

zu

zuz

zuzz

zuzzz

zuzzzz

w

ww

www

wwww

wwww

+

+

+

+

--

+

+

+

+++--+

=

=-

=--

=----

=-----

             

     (3.3.13)

После преобразований получим матричное равенство:
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где


[image: image337.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

W

=

W

+

+

+

1

...

)

(

)

(

)

(

0

...

)

(

)

(

)

(

...

...

...

...

...

0

...

)

(

)

(

)

(

0

...

)

(

)

(

0

...

0

0

)

(

)

(

13

12

11

3

2

1

33

32

31

22

21

11

i

m

i

m

i

m

i

m

i

m

i

m

i

i

i

i

i

i

i

i

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w


           
     (3.3.15)

Векторы [image: image338.wmf](
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) и неоднородной ([image: image340.wmf]1

rm

=+

) систем дифференциальных уравнений в интервале  [image: image341.wmf]1
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В каждой точке ортогонализации [image: image342.wmf]i
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 решение системы уравнений, которое удовлетворяет граничным условиям на левом конце интервала (3.3.2) – (3.3.3), можно записать в виде двух выражений:

до ортогонализации:
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после ортогонализации:
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Решение системы уравнений (3.3.5) на отрезке [image: image345.wmf]1
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[image: image346.wmf]å

=

+

+

=

m

j

m

j

i

j

t

z

t

z

C

t

y

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(


  

         


      (3.3.18)

После интегрирования на последнем промежутке [image: image347.wmf]1
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Удовлетворяя граничным условиям на правом конце интервала интегрирования, то есть подставляя (3.3.19) в (3.3.3), получаем систему m линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных[image: image350.wmf]()
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 дается формулой (64). На этом заканчивается прямой ход решения задачи.

При обратном ходе по значениям постоянных [image: image353.wmf]()
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Подставляя вместо [image: image357.wmf]i
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 имеем:
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Приравнивая коэффициенты при векторах [image: image360.wmf],1,1
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 в (3.3.21), находим:
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или
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)

1

(1)()

ii

T

i

CC

-

-

=W


где [image: image363.wmf]T
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 - транспонированная матрица (3.3.15); [image: image364.wmf](
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Таким образом, при помощи равенства (3.3.22) можно найти значения постоянных [image: image366.wmf](
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 граничной задачи. При реализации данного алгоритма на ПК необходимо сохранять информацию про матрицы [image: image369.wmf]i
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или
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Откуда: 
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Таким образом, для нахождения вектора [image: image376.wmf](
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Откуда:

[image: image382.wmf](

)

å

=

+

-

-

+

-

-

=

+

m

j

i

i

i

m

i

j

i

j

g

T

y

P

T

y

T

y

T

C

1

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(






     (3.3.27)
3.4 Постановка граничных условий
[image: image383.png]>N





Рис. 3. Постановка граничных условий
Пусть на гранях [image: image384.wmf]c
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, которые в дальнейшем будут определять распределение напряжений, деформаций и перемещений всредине толстостенной пластины. 

Из систем уравнений (2.2.2) , (2.2.10) можем выразить:
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Эта система в матричной форме имеет вид:
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То есть: [image: image388.wmf]z
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Касательные напряжения можно определить из систем (2.2.7), (2.2.2):
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Поэтому граничные условия на гранях [image: image390.wmf]c
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Подставляя представления перемещений в виде (3.2.1) в систему (3.4.2) при условиях [image: image392.wmf]q
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 ([image: image393.wmf]c
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) и требуя удовлетворения системы в точках колокации, имеем:
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Здесь: [image: image395.wmf]c
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Эта система [image: image396.wmf])
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При таких обозначениях обозначим векторы неизвестных функций:  [image: image402.wmf]
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Обозначим через [image: image404.wmf]]
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Через [image: image408.wmf]]
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В обозначениях (3.4.6), (3.4.7):  [image: image412.wmf]w
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В рамках обозначений (3.4.6) - (3.4.8) определим матрицы коэффициентов размерности [image: image413.wmf][image: image414.wmf])
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Перепишем систему (3.4.2), в обозначениях (3.4.9):
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Обозначим: 
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Тогда систему (3.4.10), которая удовлетворяет граничным условиям на гранях 
[image: image432.wmf]c

z

z

=

=

,

0

, можно переписать в векторно-матричном виде:


[image: image433.wmf]c

q

f

q

S

B

q

q

,

0

,

)

(

=

=

×









       (3.4.12)

Здесь: 
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Две системы вида (3.4.12) по 
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· Рассмотрим граничные условия на грани 
[image: image452.wmf].
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1. Жестко закрепленный контур.

Этому случаю соответствуют условия:
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Определим 
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Из (3.2.1) имеем: 
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Последнее равенство вытекает из того, что 
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Поэтому для выполнения условия (3.4.19) достаточно, чтобы хотя бы одно из значений 
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 не равнялось нулю. То есть, условия (3.4.18) могут быть заменены на условия:
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А для выполнения условий (3.4.20) достаточно, чтобы выполнялась система:
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Для этого выберем коэффициенты: 
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С учетом того, что 
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имеем:
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Как видно, выбранные в форме (3.4.22) коэффициенты удовлетворяют системе (3.4.21), что автоматически тянет за собой выполнение условий (3.4.18). Поэтому для жестко закрепленного контура  
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2. Шарнирно опертый контур.

Этому случаю удовлетворяют условия:
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Из представленных выше рассуждений следует, что условие 
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Для определенных согласно (3.4.27), (3.4.28) коэффициентов с условием (3.4.23) имеем:
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Как видим, выбранные в форме (3.4.27), (3.4.28) коэффициенты позволяют удовлетворить граничным условиям  (3.4.26). Поэтому для шарнирно опертого контура 
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А функции 
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Аналогично определяются граничные условия на других гранях.

• 
Граничные условия на грани 
[image: image486.wmf].
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1. Жестко закрепленный контур.

функции 
[image: image487.wmf]w

v

u

a

a

N

a

N

,

,

,

,

1

=

-

j

j

 примут вид:


[image: image488.wmf]1

3

3

1

3

1

2

1

+

-

-

+

-

=

N

N

N

a

N

B

B

B

j






        
(3.4.33)


[image: image489.wmf]1

3

3

4

+

×

-

=

N

N

a

N

B

B

j







       
 (3.4.34)

2. Шарнирно опертый контур.

функции 
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А функции 
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• 
Граничные условия на грани 
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1. Жестко закрепленный контур.

функции 
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2. Шарнирно опертый контур.

функции 
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А функции 
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• 
Граничные условия на грани 
[image: image506.wmf].
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1. Жестко закрепленный контур.

функции 
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2. Шарнирно опертый контур.

функции 
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А функции 
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Определенные таким образом функции  
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 позволяют удовлетворить граничным условиям на гранях 
[image: image517.wmf],
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 точно.

3.5 Описание алгоритма решения  задач статики ортотропных прямоугольных толстостенных пластин

В этом подразделе приведем описание алгоритма решения задачи статики ортотропных прямоугольных толстостенных пластин, находящихся под действием нормальной нагрузки и определенным образом закрепленных на торцах.

Задачи данного класса в общем случае анизотропного тела с одной плоскостью упругой симметрии описываются системой дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка с переменными коэффициентами (2.4.1). На боковых гранях пластины задаются граничные условия, варианты которых приведены в формулах (2.4.3).

Предлагается подход к решению трехмерных задач о напряженно-деформированом состоянии прямоугольных толстостенных ортотропных пластин, основанный на понижении размерности задачи при помощи сплайн-коллокации и решении полученной при этом  одномерной краевой задачи устойчивым методом дискретной ортогонализации.

Разрешающими функциями системы дифференциальных уравнений (2.4.1) являются компоненты вектора перемещений 
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. При этом все неизвестные функции входят в систему (2.4.1) со своими частными производными до второго порядка включительно по всем трем переменным, что позволяет использовать для их аппроксимации кубические 
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-сплайны.

Кубические 
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 строятся на равномерных сетках 
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 соответственно с учетом граничных условий при 
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Использование метода сплайн-коллокации для данного класса задач на базе функций 
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 требует вычислять в каждой из точек коллокации  
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  и их производных  до второго порядка включительно.

Для удовлетворения граничных условий на боковых гранях в каждой точке коллокации по значениям функций 
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  и их производным вычисляются значения функций 
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Из свойств базисных сплайнов вытекает, что на каждом интервале 
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 отличаются от нуля лишь функции 
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Из функций 
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 и их производных формируются квадратные матрицы 
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Точки коллокации 
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выбираются исходя из следующих соображений. Для обеспечения наилучшей аппроксимации следует рассматривать сетку с четным количеством узлов по каждому из направлений: 
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. Всередине промежутков узлы задаются по правилу: 
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  –  корни полинома Лежандра второго порядка на отрезке 
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. Такой выбор узлов коллокации является оптимальным и обеспечивает точность аппроксимации по каждому направлению равной 
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В этом случае матрицы 
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 существуют, то есть, систему обыкновенных дифференциальных уравнений можно привести к нормальному виду. Для  их обращения используется метод Гаусса с выбором главного элемента.

С помощью метода сплайн-коллокации исходная трехмерная краевая задача сводится к решению одномерной  краевой задачи вида (3.3.1) с граничными условиями (3.3.2), (3.3.3).


Краевая задача для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (3.3.1) с граничными условиями (3.3.2), (3.3.3) решается численно устойчивым методом дискретной ортогонализации. Решение осуществляется в два этапа. На первом этапе в начальной точке интегрирования формируется система линейных независимых векторов-решений с учетом граничных условий на левом конце интервала, а затем на всем отрезке интегрирования методом Рунге-Кутта четвертого порядка точности решаются задачи Коши.


В некоторых фиксированных точках (назовем их точками ортогонализации) векторы-решения ортогонализируются. При этом в каждой точке ортогонализации необходимо хранить информацию об ортогонализированных векторах 
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 и матрицах преобразования. При решении задач эта информация учитывается в точках выдачи результатов. На втором этапе после удовлетворения в конечной точке интегрирования граничным условиям на правом конце, в точках выдачи результатов вычисляются компоненты векторов 
[image: image585.wmf](),(),()
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, а по ним, используя выражение (3.2.1), вычисляются значения искомых функций 
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 и их производных.


Разработанный алгоритм решения задачи о напряженно-деформированном состоянии толстостенной прямоугольной анизотропной пластины позволяет получить решение в широком диапазоне изменения механических постоянных, нормальной нагрузки и граничных условий и вычислить все величины, характеризующие напряженно-деформированное состояние пластины, такие как перемещения, деформации и напряжения.

Таким образом, блок-схему вышеописанного алгоритма можно представить в таком виде: 

1. Представление решения трехмерной краевой задачи в виде отрезков рядов функций, сформированный из 
[image: image587.wmf]B

-сплайнов третьей степени. Коэффициенты рядов на этом этапе неизвестны.

2. Формирование сплайн-функций, точно удовлетворяющих граничным условиям подбором коэффициентов линейных комбинаций 
[image: image588.wmf]B

- сплайнов.

3. Выбор точек коллокации и нахождение значений линейных комбинаций 
[image: image589.wmf]B

- сплайнов и их производных в этих точках.

4. Подстановка решения, представленного в виде отрезков рядов по линейным комбинациям 
[image: image590.wmf]B

-сплайнов, в исходную систему дифференциальных уравнений в частных производных  в точках коллокации.

5. Решение полученной одномерной краевой задачи, описываемой системой обыкновенных дифференциальных уравнений, относительно коэффициентов рядов по линейным комбинациям 
[image: image591.wmf]B

-сплайнов в каждой точке коллокации с помощью метода дискретной ортогонализации.

6. Подстановка полученных коэффициентов в ряды и нахождение по ним значений всех факторов напряженно-деформированного состояния пластины.

Схема алгоритма решения задачи показана на рис. 4.

На основе приведенного алгоритма разработан комплекс программ, с помощью которого проводится решение данного класса задач на ПК. При построении программ предусматривалось, чтобы они обладали наибольшей общностью в смысле постановки задач и были эффективны в отношении точности и устойчивости решений, а также экономичны по времени и использованию ресурсов ПК.

Программы, реализующие на ПК рассмотренный алгоритм решения данных классов задач, состоят из отдельных подпрограмм, написанных на языке FORTRAN, которые отвечают за отдельные процедуры вычислительного процесса.

Комплекс состоит из двух отдельных программ, первая из которых находит решение одномерной краевой задачи, полученной в результате сплайн-коллокации по направляющей. Вторая программа служит для обработки начальных данных, построения разрещающей системы уравнений и её сведения к одномерной задаче методом сплайн-коллокации в двух направлениях. Также эта программа использует данные, полученные в результате работы первой программы, для подстановки их в ряды и нахождения всех факторов напряженно-деформированного состояния пластины.
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Рис. 4. Схема алгоритма решения задач про напряженно-деформированное состояние прямоугольных ортотропных пластин в трехмерной постановке.

Выводы

В разделе 3 были получены такие результаты:

1. Для сведения трехмерной краевой задачи о напряженно-деформированном состоянии прямоугольных изотропных, ортотропных и анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии толстостенных пластин, которое описывается системой трех дифференциальных уравнений в  частных производных второго порядка, к одномерной краевой задаче высокого порядка применен метод сплайн-коллокации по двум пространственным координатам.

2. Получена система обычных дифференциальных уравнений высокого порядка с соответствующими граничными условиями и для решения одномерной краевой задачи использован устойчивый метод дискретной ортогонализации.

3. Разработан алгоритм решения задач статики ортотропных прямоугольных толстостенных пластин и описана его реализация на ПК с использованием языка программирования FORTRAN.

4. На примере решения задачи  о напряженно-деформированном состоянии изотропного куба с определенным образом выбранными компонентами объемного внешнего напряжения показан пример аналитического решения  частным образом сформулированной задачи.

РАЗДЕЛ 4
АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТОЛСТОСТЕННЫХ ПЛАСТИН
4.1  Некоторые оценки достоверности результатов решения классов рассматриваемых задач

Обоснование достоверности разработанной методики основано на использовании индуктивных приемов. Основным критерием достоверности результатов решения рассматриваемых в данной работе классов задач является сопоставление результатов, полученных описанными в разделе 2 методами, с результатами, полученными численно-аналитическим методом с использованием разложения в ряды Фурье, а также с результатами, полученными методом сплайн-коллокации для двухмерной краевой задачи теории оболочек. Также для тестовой задачи рассмотрен случай аналитического решения.

Задача 1

Для случая шарнирного опирания боковых граней пластины целесообразно рассмотреть решение задачи на основе разложения в ряды Фурье и сравнить полученные им результаты с результатами по предлагаемой методике.

Для всех последующих задач этого и последующих разделов результаты будем представлять в обезразмеренном и нормированном виде: 
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Рассмотрим пластину, упругие характеристики которой определяются коэффициентом Пуассона: 
[image: image605.wmf]3
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Грани пластины возьмем равными 
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1, толщину – 
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. Возьмем компоненты интенсивности объемного внешнего напряжения:
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На гранях 
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 граничные условия будут иметь вид: 
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На гранях 
[image: image613.wmf]1
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 задаются условия типа шарнирного опирания.

Неизвестные функции перемещений будем искать в виде:
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Здесь: 
[image: image617.wmf].
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Для каждой из гармоник ряда 
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mn

 получим краевую задачу вида:
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С граничными условиями на грани 
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Найдя решения данных задач методом дискретной ортогонализации и подставя их в формулы (4.1.3) – (4.1.5), получим значения искомых  функций перемещений. 

Используя метод сплайн-коллокации, были получены результаты при разном количестве точек коллокации, а именно для 
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 и при разном количестве точек дискретной ортогонализации (
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). Полученные результаты практически одинаковы для рассмотренных вариантов дискретизации, что подтверждает сходимость метода.  Данные рассчетов в дальнейшем будем представлять для 
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Табл. 1

Сравнение результатов с результатами, полученными методом Фурье
	
	Метод Фурье
	Метод сплайн-коллокации

	
	N,M=10
	N,M=12
	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12
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	45.0203
	45.49807
	42.00
	41.09
	41.07
	44.415
	44.40
	44.35
	45.12
	45.09
	45.03
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	45.1474
	45.57635
	42.14
	42.13
	42.13
	44.452
	44.41
	44.37
	45.17
	45.12
	45.07
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	45.0297
	45.50392
	41.98
	41.95
	41.92
	44.404
	44.37
	44.34
	45.11
	45.08
	45.06


В табл. 1 представлены значения функции  перемещения 
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,  посчитанные  методом  разделения переменных при  количестве  гармоник  ряда 
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  и  методом  сплайн-коллокации  при  количестве  точек  коллокации 
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.  Рассчеты проводились для точек: 
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Сходимость результатов для различного количества точек дискретной ортогонализации свидетельствует о применимости данного метода. 
Как видим, результаты, полученные двумя различными методами, практически совпадают, различие между ними находится в пределе 1%, что свидетельствует о высокой достоверности предложенного нами метода сплайн-коллокации в двух направлениях для случая шарнирно опертых боковых граней.
Задача 2
Для случая жесткой заделки нетолстой пластины сравним результаты, полученные нашим методом, с результатами, полученными для этой же пластины в рамках двухмерной теории упругости.

Рассмотрим пластину, упругие характеристики которой определяются коэффициентом Пуассона: 
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Грани пластины возьмем равными 1, толщину – 
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. Возьмем компоненты интенсивности объемного внешнего напряжения:
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На гранях 
[image: image649.wmf]h
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 граничные условия будут иметь вид: 
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На гранях 
[image: image651.wmf]1
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 задаются условия жесткой заделки.

В этом случае полученные результаты были такими, как показано в табл. 2 

Табл. 2

Сравнение результатов с результатами, полученными в рамках двухмерных классической и уточненной теорий

	Точки вывода 
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	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12
	Случай двухмерной классической  теории 
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	Случай двухмерной уточненной  теории 
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В этом и во всех следующих примерах:
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Сравнение результатов, полученных в рамках двухмерной и трехмерной теорий, позволяют говорить о высокой достоверности метода сплайн-коллокации в двух направлениях в случае решения задач о напряженно-деформированном состоянии толстостенных прямоугольных пластин с жестко закрепленными боковыми гранями в трехмерной постановке.

Задача 3

Рассмотрим частный случай аналитического решения задачи.

Рассмотрим изотропный куб с гранями равными 
[image: image671.wmf]1
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EE

=

.






       


      (4.1.11)

Перепишем систему (2.4.1) для случая изотропного тела в виде:
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Для упругих характеристик (4.1.11)  элементы матрицы упругой податливости имеют значения:


[image: image674.wmf]1

1

11

=

=

E

a

,    
[image: image675.wmf]1

1

22

=

=

E

a

,   
[image: image676.wmf]1

1

33

=

=

E

a

,  
[image: image677.wmf]3

.

0

12

-

=

-

=

E

n

a

,  
[image: image678.wmf]3

.

0

13

-

=

-

=

E

n

a

,            
[image: image679.wmf]3

.

0

23

-

=

-

=

E

n

a

,   
[image: image680.wmf]6

.

2

1

44

=

=

G

a

,    
[image: image681.wmf]6

.

2

1

55

=

=

G

a

,    
[image: image682.wmf]6

.

2

1

66

=

=

G

a

.  
       (4.1.13)   
Параметр:  
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 в системе (4.1.12) выражаются формулами:
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Тогда система (4.1.12) примет вид:
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Пусть компоненты интенсивности объемного внешнего напряжения имеют вид:


[image: image700.wmf]z

y

x

X

p

p

p

sin

sin

cos

×

×

=

,   
[image: image701.wmf]z

y

x

Y

p

p

p

sin

cos

sin

×

×

=

,  
[image: image702.wmf]z

y

x

Z

p

p

p

cos

sin

sin

×

×

=

.
   











    (4.1.30)

Будем искать неизвестные перемещения в виде:
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Подставляя представления перемещений в виде (4.1.31) в систему (4.1.29), имеем:
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Приравнивая коэффициенты уравнений при одинаковых комбинациях тригонометрических функций, имеем:
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В матричной форме:
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Откуда: 
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То есть искомые перемещения будут иметь вид:
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Значения перемещений в точках сетки (сетка коллокации: 10 точок – корней полинома Лежандра второго порядка на каждом из отрезков по направлениям x и y, 21 точка вывода метода дискретной ортогонализации по направлению z) можно увидеть в следующих таблицах.

Точки вывода по координате х(метод сплайн-коллокации):
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Точки вывода по координате y(метод сплайн-коллокации):
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Точки вывода по координате z(метод дискретной ортогонализации):

0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1

Функция перемещения 
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Также представим графики поверхностей, описывающие функции перемещения в сечении 
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Рис.5.  
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Рис.6.  
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Рис.7.  
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Как видим, функция 
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 антисимметрична относительно оси x и симметрична относительно оси y. Функция 
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 антисимметрична относительно оси y и симметрична относительно оси x.  Функция 
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 симметрична относительно обеих осей x и y.

Кроме того, представим сравнение результатов аналитического решения данной задачи с результатами, полученными путем решения методом сплайн-коллокации в точках 
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Табл. 9
Сравнение результатов с результатами, полученными аналитическим путем
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	Аналитич. решение
	Метод сплайн-коллокации, N,M=10

	0
	1.611
	1.601

	0.2
	1.303
	1.295

	0.4
	0.497
	0.488

	0.6
	-0.497
	-0.487

	0.8
	-1.303
	-1.295

	1
	-1.611
	-1.601


Как видим, результаты, полученные двумя методами, практически совпадают, что является еще одним подтверждением сходимости предложенного нами метода сплайн-коллокации в двух направлениях. 

Также был проведен анализ сравнения результатов с результатами, полученными в рамках двухмерной теории для различной толщины пластины. График сравнения представлен ниже:
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Рис.8.  График сравнения результатов с результатами, полученными в рамках двухмерных теорий
Кроме того, было проведено сравнение результатов с результатами, полученными в рамках двухмерной теории рядов Тимошенко для пластины с 
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. Результаты сравнения представлены в следующей таблице:
Табл. 10

Сравнение с результатами, полученными методом рядов Тимошенко
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 Теория рядов Тимошенко
	Метод сплайн-коллокации 
[image: image877.wmf]10
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	1
	0.00126
	0.001227

	1.1
	0.00150
	0.0014078

	1.2
	0.00172
	0.00157945

	1.3
	0.00191
	0.0017451

	1.4
	0.00207
	0.001921

	1.5
	0.00220
	0.002034


Достаточно высокая сходимость результатов является еще одним подтверждением применимости предложенного нами метода.
Также следует отметить, что для повышения эффективности производимых расчетов воспользуемся симметрией пластины по осям x и y. Рассмотрим этот метод детальнее.

Рассмотрим толстостенную пластину с  гранями 
[image: image878.wmf]1

ab

==

 и толщиной 
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. Будем учитывать условие симметрии и рассматривать задачу на 
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 области. Такой подход позволяет, оставляя неизменным время вычислений, увеличить количество точек коллокации вдвое по каждому направлению, что повышает точность полученного решения. Для определенности возьмем четверть 
[image: image881.wmf]11

[,]:(0,)(0,)

22

xy

´

. На других червертях рассчеты будут проводиться аналогично, исходя из соображений симметрии.   Запишем условия симметрии на гранях.

На грани 
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Это условие можно удовлетворить, подобрав соответствующие коэффициенты в формулах (3.4.16), (3.4.17) в виде:
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Условия симметрии на грани 
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 имеют вид:
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Это условие можно удовлетворить, подобрав соответствующие коэффициенты в формулах (3.4.16), (3.4.17) в виде:
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На гранях 
[image: image890.wmf]0
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 задаются условия жесткой заделки или шарнирного опирания в зависимости от постановки задачи.

4.2  Анализ напряженно-деформированного состояния изотропных прямоугольных толстостенных пластин

Проведем анализ напряженно-деформированного состояния изотропных прямоугольных толстостенных пластин для различных типов граничных условий на боковых гранях и для различной геометрии пластин.

Пусть во всех следующих случаях выполняются условия:
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На гранях 
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 граничные условия будут иметь вид:
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Толщина пластины 
[image: image896.wmf]1
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, коэффициент Пуассона равен 
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Рассмотрим квадратную пластину с гранями 
[image: image899.wmf]1
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 и следующими граничными условиями:

на гранях 
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  – условия шарнирного опирания,

 на гранях
[image: image901.wmf]b
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  – жестко закреплённый контур. 


При выполнении выше описанных условий получим следующее распределение значений функции перемещения 
[image: image902.wmf]w

 в Табл.11:

Табл. 11
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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	N,M=10
	N,M=12
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Рисунок поверхности, который описывает распределение значений функции перемещения 
[image: image919.wmf]w

, представлен на рисунке:
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         а) общий вид





б) линии уровня
Рис.9.  График поверхности функции прогиба
Рассмотрим прямоугольную пластину с соотношением длин граней 
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1

=

b

a

 и жестко закрепленным контуром. При таких условиях получим следующее распределение значений функции перемещения 
[image: image922.wmf]w

:

Табл. 12
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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	N,M=8
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	N,M=12
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Рассмотрим прямоугольную пластину с соотношением длин граней 
[image: image939.wmf]2
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 и   следующими граничными условиями:

на гранях 
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  – условия шарнирного опирания,

 на гранях
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  – жестко закрепленный контур. 


При выполнении выше описанных условий получаем следующее распределение значений функции перемещения 
[image: image942.wmf]w

:

Табл. 13
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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Вид поверхности (общий и линии уровня), которая описывает распределение значений функции перемещения 
[image: image959.wmf]w

,  представлен на Рис.10:
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Рис.10.  График поверхности функции прогиба
Рассмотрим прямоугольную пластину с соотношением длин граней 
[image: image961.wmf]4
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 и жестко закрепленным контуром.  

При выполнении выше описанных условий получим следующее распределение значений функции перемещения 
[image: image962.wmf]w

:

Табл. 14
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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Также для этого случая были посчитаны распределения значений функций  перемещения 
[image: image979.wmf],
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:

Табл. 15
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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Табл. 16
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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Как видим, величина и характер распределения прогиба существенно зависит от геометрии пластины и типов граничных условий на боковых гранях.

Также была решена задача для изотропного куба с гранями 
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Распределение значений функций  перемещения 
[image: image1017.wmf](,,)

wxyz

 (Табл. 15):
Табл. 17
Напряженно-деформированное состояние изотропной пластины
	Точки вывода 
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Как видно из Табл. 17, величина прогиба существенно зависит от третьей координаты (
[image: image1034.wmf]z

).

Зависимость величины прогиба от третьей координаты (
[image: image1035.wmf]z

) для этого случая представлена на Рис.11.
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Рис.11. График изменения прогиба изотропного куба по толщине
Кроме того, для случая изотропного тела был проведен анализ зависимости величины прогиба от третей координаты (
[image: image1037.wmf]z

) для случая нетолстой пластины: 
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Результаты будут представлены в точках вывода:
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Результат представлен в Табл. 18
Табл. 18
Анализ зависимости величины прогиба от третей координаты
	Точки вывода 
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График изменения прогиба по толщине представлен на Рис. 11:
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Рис. 12. График изменения прогиба нетолстой пластины по толщине
Исследуем ту же зависимость величины прогиба от третей координаты для пластины с размерами граней 
[image: image1058.wmf]2
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. Результат представлен в Табл. 19.

Табл. 19
Анализ зависимости величины прогиба от третьей координаты
	Точки вывода 
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Рис.13. График изменения прогиба нетолстой пластины по толщине
Как видим, при разной геометрии пластины структура прогиба сохраняется, меняется лишь его величина.
Также был проведен подсчет компонентов вектора напряжений. 
Значения компонент векторов напряжения определяются из следующих соотношений:  
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[image: image1075.wmf])
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Тут 
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 определяются из соотношений (2.2.2), (2.2.5).

Задача решалась для случая пластины с параметрами:
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Табл. 20
Распределение напряжений в пластине
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     Табл. 21
Распределение напряжений в пластине

	
	
[image: image1090.wmf]zz

s


	
[image: image1091.wmf]yz

s


	
[image: image1092.wmf]yy

s


	
[image: image1093.wmf]xz

s


	
[image: image1094.wmf]xy

s


	
[image: image1095.wmf]xx

s



	
[image: image1096.wmf]1

x


	-22.70463
	0
	-6.63721
	0
	0
	-6.55256

	
[image: image1097.wmf]2

x


	0.98569
	0
	0.41838
	0
	0
	0.43038

	
[image: image1098.wmf]3

x


	24.69132
	0
	7.48089
	0
	0
	7.41942


Как видим, функции напряжений линейно зависят от величины нагрузки.
Кроме того, был произведен рассчет напряженно-деформированного состояния пластины для случая локализированной единичной нагрузки в центре пластины. Результат представлен ниже:
Табл. 22

Распределение перемещений в случае локализированной единичной нагрузки
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График функции прогиба для этого случая:
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Рис.14. Распределение функции прогиба изотропной пластины при локализированной нагрузке
Исследуем влияние интенсивности нагрузки на величину прогиба при различном типе крепления на боковых гранях.

Во всех следующих случаях возьмем компоненты интенсивности объемного внешнего напряжения 
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На гранях 
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 граничные условия будут иметь вид:  
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.  Рассчеты во всех следующих случаях были произведены для точек:
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Рассмотрим изотропную толстостенную пластину со следующими упругими параметрами:
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 Величина боковых граней: 
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. Толщина пластины: 
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. Для такой пластины были получены результаты при количестве точек коллокации, равном 
[image: image1113.wmf]10

MN

==

. Данные рассчетов в дальнейшем будем приводить для количества точек дискретной ортогонализации 
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[image: image1118.wmf]4

10

zz

h

s

s

s

×

=

. При выполнении выше описанных условий получим следующее распределение значений функции перемещения 
[image: image1119.wmf]w

:

Случай жесткой заделки:
Табл. 23

Влияние интенсивности нагрузки на величину прогиба
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[image: image1125.wmf]1
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	17.66666
	35.33332
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[image: image1126.wmf]2
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	17.87009
	35.73926
	53.60936

	
[image: image1127.wmf]3
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	17.63165
	35.26423
	52.89589


Случай шарнирного опирания:
Табл. 24

Влияние интенсивности нагрузки на величину прогиба

	
[image: image1128.wmf]a
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[image: image1133.wmf]1
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	46.38327
	92.76656
	139.15013

	
[image: image1134.wmf]2

x


	46.78518
	93.57062
	140.35359

	
[image: image1135.wmf]3
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	46.34785
	92.69569
	139.04542


Как в случае жесткой заделки, так и в случае шарнирного опирания величина прогиба прямо пропорционально линейно зависит от интенсивности нагрузки.
Также было посчитано распределение напряжений для случая неравномерной нагрузки:


[image: image1136.wmf]sinsin
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Значения исходных данных в этом случае брались следующим образом:


[image: image1137.wmf]0
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[image: image1138.png]



Рис.15   Распределение функции прогиба изотропной пластины при неравномерной нагрузке
4.3 Анализ напряженно-деформированного состояния ортотропных прямоугольных толстостенных пластин

Во всех следующих случаях считаем, что компоненты интенсивности объемного внешнего напряжения 
[image: image1139.wmf]0
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На гранях 
[image: image1142.wmf]h
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 граничные условия будут иметь вид:  
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. Рассчеты во всех следующих случаях были произведены для точек, взятых в трех слоях по диагонали:
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Рассмотрим толстостенную пластину, сделанную из стеклопластика. 
Упругие характеристики:


[image: image1145.wmf]5.7
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Боковые грани: 
[image: image1151.wmf]1,1

ab

==

, 
[image: image1152.wmf]1
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, все боковые грани жестко закреплены. Для такой пластины были получены результаты при разном количестве точек коллокации, а именно для 
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 и при разном количестве точек дискретной ортогонализации  (
[image: image1154.wmf]200
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). Данные рассчетов в дальнейшем будем приводить для 
[image: image1155.wmf]100
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.  При выполнении выше описанных условий получим следующее распределение значений функции перемещения 
[image: image1156.wmf]w

:

Табл. 25
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1157.wmf](,,)

wxyz



	
	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1158.wmf]1

x


	6.04283
	6.11020
	6.18986

	
[image: image1159.wmf]2
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	6.14932
	6.20485
	6.24187

	
[image: image1160.wmf]3
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	6.04817
	6.11369
	6.18507

	
[image: image1161.wmf]4
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	0.27985
	0.28392
	0.28803

	
[image: image1162.wmf]5

x


	0.18219
	0.20417
	0.21065

	
[image: image1163.wmf]6

x


	0.24625
	0.25140
	0.26908

	
[image: image1164.wmf]7

x


	3.50072
	3.52422
	3.54775

	
[image: image1165.wmf]8

x


	3.54971
	3.56638
	3.57904

	
[image: image1166.wmf]9

x


	3.46726
	3.48658
	3.49201

	
[image: image1167.wmf]10

x


	3.50072
	3.52422
	3.54775

	
[image: image1168.wmf]11

x


	3.54891
	3.56479
	3.57872

	
[image: image1169.wmf]12

x


	3.46726
	3.48658
	3.49201

	
[image: image1170.wmf]13

x


	0.27985
	0.28392
	0.28803

	
[image: image1171.wmf]14

x


	0.18219
	0.20417
	0.21065

	
[image: image1172.wmf]15

x


	0.24625
	0.25140
	0.26908


Рассмотрим толстостенную пластину, сделанную из стеклопластика. Боковые грани: 
[image: image1173.wmf]2,1
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[image: image1174.wmf]1
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, все боковые грани жестко закреплены. Распределение значений функции перемещения 
[image: image1175.wmf]w

 для такой пластины будет следующим:

Табл. 26
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1176.wmf](,,)
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	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1177.wmf]1

x


	28.01812
	29.55655
	30.12328

	
[image: image1178.wmf]2
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	28.72138
	30.05652
	30.87126

	
[image: image1179.wmf]3

x


	28.00192
	29.54052
	30.10982

	
[image: image1180.wmf]4
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	0.53192
	0.54013
	0.55823

	
[image: image1181.wmf]5

x


	0.37092
	0.38495
	0.39817

	
[image: image1182.wmf]6

x


	0.51592
	0.52717
	0.53584

	
[image: image1183.wmf]7

x


	14.75929
	14.90057
	15.08217

	
[image: image1184.wmf]8

x


	14.87726
	15.02594
	15.19287

	
[image: image1185.wmf]9

x


	14.72021
	14.85650
	15.04984

	
[image: image1186.wmf]10

x


	14.75929
	14.90057
	15.08217

	
[image: image1187.wmf]11

x


	14.80726
	15.02594
	15.19287

	
[image: image1188.wmf]12

x


	14.72021
	14.85650
	15.04984

	
[image: image1189.wmf]13

x


	0.53192
	0.54013
	0.55823

	
[image: image1190.wmf]14

x


	0.37092
	0.38495
	0.39817

	
[image: image1191.wmf]15

x


	0.51592
	0.52717
	0.53584


Рассмотрим толстостенную пластину, сделанную из стеклопластика. 
[image: image1192.wmf]2,1
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[image: image1193.wmf]1
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На гранях 
[image: image1194.wmf]a
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 заданы условия шарнирного опирания, на гранях 
[image: image1195.wmf]b
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 – жесткой заделки.

Распределение значений функции перемещения 
[image: image1196.wmf]w

 для такой пластины будет следующим:
Табл. 27
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1197.wmf](,,)
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	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1198.wmf]1

x


	38.23189
	39.32119
	40.21378

	
[image: image1199.wmf]2

x


	38.91221
	39.97008
	40.92112

	
[image: image1200.wmf]3

x


	23.19822
	39.266608
	40.18219

	
[image: image1201.wmf]4

x


	1.23823
	1.24011
	1.24921

	
[image: image1202.wmf]5

x


	1.01219
	1.04185
	1.06213

	
[image: image1203.wmf]6

x


	1.23381
	1.24694
	1.25013

	
[image: image1204.wmf]7

x


	21.23832
	21.25764
	21.26392

	
[image: image1205.wmf]8

x


	21.26429
	21.37522
	21.38492

	
[image: image1206.wmf]9

x


	21.04231
	21.11518
	21.20081

	
[image: image1207.wmf]10
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	21.23832
	21.25764
	21.26392

	
[image: image1208.wmf]11

x


	21.26429
	21.37522
	21.38492

	
[image: image1209.wmf]12

x


	21.04231
	21.11518
	21.20081

	
[image: image1210.wmf]13

x


	1.23823
	1.24011
	1.24921

	
[image: image1211.wmf]14

x


	1.01219
	1.04185
	1.06213

	
[image: image1212.wmf]15

x


	1.23381
	1.24694
	1.25013


Рассмотрим толстостенную пластину, сделанную из стеклопластика. Боковые грани:   
[image: image1213.wmf]2,1
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На гранях 
[image: image1215.wmf]0
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 заданы условия шарнирного опирания, на гранях 
[image: image1216.wmf]b
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 – жесткой заделки .

Распределение значений функции перемещения 
[image: image1217.wmf]w

 для такой пластины будет следующим:
Табл. 28
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1218.wmf](,,)
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	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1219.wmf]1

x


	43.98127
	44.52801
	45.21392

	
[image: image1220.wmf]2
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	44.60213
	45.50240
	45.90812

	
[image: image1221.wmf]3

x


	44.46127
	45.44401
	45.82137

	
[image: image1222.wmf]4

x


	6.90133
	6.97186
	7.06787

	
[image: image1223.wmf]5
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	7.01823
	7.09647
	7.20674

	
[image: image1224.wmf]6
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	6.88027
	6.97151
	7.07023

	
[image: image1225.wmf]7
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	37.79108
	38.35806
	38.95813

	
[image: image1226.wmf]8
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	38.20437
	38.72676
	39.45072

	
[image: image1227.wmf]9
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	37.59346
	38.14571
	38.73068

	
[image: image1228.wmf]10

x


	18.27438
	18.89278
	19.02864

	
[image: image1229.wmf]11

x


	17.31230
	17.98994
	18.18632

	
[image: image1230.wmf]12

x


	16.43292
	16.91975
	17.39051

	
[image: image1231.wmf]13

x


	0.47732
	0.48242
	0.48708

	
[image: image1232.wmf]14

x


	0.31902
	0.32677
	0.33105

	
[image: image1233.wmf]15

x


	0.48203
	0.48983
	0.49237


Рассмотрим толстостенную пластину, сделанную из дуба. 
Упругие характеристики (после обезразмеривания): 
[image: image1234.wmf]0
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[image: image1240.wmf]1,1
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, все боковые грани жестко закреплены. Распределение значений функции перемещения 
[image: image1242.wmf]w

 для такой пластины будет следующим:
Табл. 29
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1243.wmf](,,)

wxyz



	
	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1244.wmf]1
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	46.63289
	47.12296
	47.73228

	
[image: image1245.wmf]2

x


	47.25012
	47.74606
	48.23928

	
[image: image1246.wmf]3

x


	46.38278
	46.77659
	47.38239

	
[image: image1247.wmf]4

x


	2.48018
	2.56541
	2.61293

	
[image: image1248.wmf]5

x


	1.50793
	1.55692
	1.58021

	
[image: image1249.wmf]6

x


	2.03704
	2.10654
	2.14238

	
[image: image1250.wmf]7

x


	27.13372
	27.90084
	28.52138

	
[image: image1251.wmf]8

x


	27.95218
	28.43563
	28.99716

	
[image: image1252.wmf]9

x


	26.92139
	27.51337
	28.13712

	
[image: image1253.wmf]10

x


	27.13372
	27.90084
	28.52138

	
[image: image1254.wmf]11

x


	27.95218
	28.43563
	28.99716

	
[image: image1255.wmf]12

x


	26.92139
	27.51337
	28.13712

	
[image: image1256.wmf]13

x


	2.48018
	2.56541
	2.61293

	
[image: image1257.wmf]14

x


	1.50793
	1.55692
	1.58021

	
[image: image1258.wmf]15

x


	2.03704
	2.10654
	2.14238


Рассмотрим толстостенную пластину, сделанную из сосны. 
Упругие характеристики:


[image: image1259.wmf]0
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Боковые грани: 
[image: image1265.wmf]2,1
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[image: image1266.wmf]1
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, все боковые грани жестко закреплены. Распределение значений функции перемещения 
[image: image1267.wmf]w

 для такой пластины будет следующим:
Табл. 30
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1268.wmf](,,)

wxyz



	
	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1269.wmf]1

x


	270.23089
	272.44274
	273.32789

	
[image: image1270.wmf]2

x


	271.90123
	273.85475
	274.32479

	
[image: image1271.wmf]3

x


	269.32921
	271.33357
	272.42147

	
[image: image1272.wmf]4

x


	12.13239
	12.20111
	12.25189

	
[image: image1273.wmf]5

x


	10.11340
	10.19428
	10.23347

	
[image: image1274.wmf]6

x


	10.62832
	10.72222
	10.80934

	
[image: image1275.wmf]7

x


	153.92388
	154.79502
	155.01123

	
[image: image1276.wmf]8

x


	154.19218
	155.26899
	155.72118

	
[image: image1277.wmf]9

x


	151.98272
	153.75523
	153.97243

	
[image: image1278.wmf]10

x


	153.92386
	154.79504
	155.01122

	
[image: image1279.wmf]11

x


	154.19217
	155.26900
	155.72118

	
[image: image1280.wmf]12

x


	151.98273
	153.75523
	153.97244

	
[image: image1281.wmf]13

x


	12.13240
	12.20113
	12.25188

	
[image: image1282.wmf]14

x


	10.11341
	10.19427
	10.23348

	
[image: image1283.wmf]15

x


	10.62832
	10.72223
	10.80937


Распределение значений функции перемещения 
[image: image1284.wmf]u

 для этого случая: 

Табл. 31
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины

	Точки вывода 
	
[image: image1285.wmf](,,)

uxyz



	
	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1286.wmf]1

x


	0
	0
	0

	
[image: image1287.wmf]2

x


	0
	0
	0

	
[image: image1288.wmf]3

x


	0
	0
	0

	
[image: image1289.wmf]4

x


	-2.81120
	-2.85156
	-2.88712

	
[image: image1290.wmf]5

x


	-0.00513
	-0.00620
	-0.00671

	
[image: image1291.wmf]6

x


	2.78129
	2.83877
	2.86019

	
[image: image1292.wmf]7

x


	-9.44910
	-9.47147
	-9.49213

	
[image: image1293.wmf]8

x


	-0.01693
	-0.01860
	-0.01908

	
[image: image1294.wmf]9

x


	9.41807
	9.45134
	9.47284

	
[image: image1295.wmf]10

x


	9.44910
	9.47147
	9.49213

	
[image: image1296.wmf]11

x


	0.01693
	0.01860
	0.01908

	
[image: image1297.wmf]12

x


	-9.41807
	-9.45134
	-9.47284

	
[image: image1298.wmf]13

x


	2.81120
	2.85156
	2.88712

	
[image: image1299.wmf]14

x


	0.00513
	0.00620
	0.00671

	
[image: image1300.wmf]15

x


	-2.78129
	-2.83877
	-2.86019


Распределение значений функции перемещения 
[image: image1301.wmf]v

 для этого случая: 

Табл. 32
Напряженно-деформированное состояние ортотропной пластины


	Точки вывода 
	
[image: image1302.wmf](,,)

vxyz



	
	N,M=8
	N,M=10
	N,M=12

	
[image: image1303.wmf]1

x


	0
	0
	0

	
[image: image1304.wmf]2

x


	0
	0
	0

	
[image: image1305.wmf]3

x


	0
	0
	0

	
[image: image1306.wmf]4

x


	-7.81210
	-7.85528
	-7.87193

	
[image: image1307.wmf]5

x


	0.04081
	0.04371
	0.04582

	
[image: image1308.wmf]6

x


	7.73803
	7.76619
	7.78826

	
[image: image1309.wmf]7

x


	-25.04875
	-25.10972
	-25.12328
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 Нулевые значения функций 
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 и 
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 в точках 
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 указывают на то, что

функция 
[image: image1323.wmf](,,)
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 антисимметрична относительно оси x и симметрична относительно оси y. Функция 
[image: image1324.wmf](,,)
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 антисимметрична относительно оси y и симметрична относительно оси x.  
Как видим, в случае ортотропного тела, также как и в случае изотропного, величина и геометрия прогиба существенно зависит от геометрии пластины и типов граничных условий на боковых гранях.

Также проведем сравнительный анализ величины прогиба для разного типа материала при одинаковой геометри пластины и одинаковых граничних условиях.

Рассмотрим толстостенные пластины, сделанные из сосны и стеклопластика. Боковые грани: 
[image: image1325.wmf]0
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, все боковые грани жестко закреплены.  Сравнение прогибов представлено в Табл. 33.
Табл. 33
Сравнение прогибов для различного вида ортотропии
	Точки вывода 
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Как видно из Табл. 33., тип материала значительно влияет на величину прогиба.

Также было посчитано распределение напряжений для случая неравномерной нагрузки:
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Значения исходных данных в этом случае брались следующим образом:
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Рис.16   Распределение функции прогиба ортотропной пластины при неравномерной нагрузке

4.4 Анализ напряженно-деформированного состояния анизотропных прямоугольных толстостенных пластин с одной плоскостью упругой симметрии

Были получены результаты для случая шарнирного опирания и жесткой заделки. Пускай грани пластины 
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. Материал, из которого сделана пластина – стеклопластик, СТЭТ. Его упругие характеристики (после обезразмеривания): 
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Данные будем представлять в обезразмеренном виде:
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На гранях 
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 граничные условия имеют вид:
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На гранях 
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 задаются условия: в первом случае – жесткой заделки, во втором – шарнирного опирания. 

Сравнение результатов в точке максимального прогиба из серединной плоскости 
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 при заданных таким образом параметрах и различных углах поворота представлены ниже:
Табл. 34
Напряженно-деформированное состояние анизотропной пластины
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	Жесткая заделка
	Шарнир

	0
	71.72219
	185.99822

	1
	71.72220
	185.99962

	15
	72.10897
	191.71531

	30
	73.18470
	205.84760

	45
	73.67566
	210.02677

	60
	73.18470
	205.84760

	75
	72.10897
	191.71531

	89
	71.72220
	185.99962

	90
	71.72219
	185.99822


Количество точек коллокации в этом и всех последующих случаях бралось равным 10, количество точек ортогонализации – 100. Как видно из полученных результатов, функция прогиба – симметрична и достигает своего максимума при 
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, близком к нулю и девяноста градусам, когда тело имеет свойства, близкие к ортотропным, видим существенную сходимость результатов, что еще раз подтверждает сходимость метода. Также из Табл. 34 следует, что при шарнирном опирании прогиб получается больше, чем при жесткой заделке.

Также в случае жесткой заделки были проведены рассчеты для пластины с боковыми  гранями 
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 и толщиной: а) 
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Табл. 35
Напряженно-деформированное состояние анизотропной пластины
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	0
	120.734239
	671.60538

	1
	120.74464
	671.63517

	15
	124.04376
	678.55058

	30
	132.13894
	692.80478

	45
	140.28923
	702.98037

	60
	143.55473
	704.17051

	75
	141.88651
	698.17051

	89
	140.25664
	680.22815

	90
	140.24704
	680.21236


Как видно из Табл. 35, симметрии функции прогиба в данном случае уже не наблюдается, что объяснимо несимметричной геометрией пластины. Также следует заметить, что при увеличении длин боковых граней пластины 
[image: image1374.wmf],
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 при постоянной толщине прогиб увеличивается. И наоборот: при увеличении толщины пластины при одинаковой длине боковых граней прогиб уменьшается. Отсюда можно сделать вывод, что величина прогиба существенно зависит от геометрии пластины.

Кроме того, был проведен сравнительный анализ значений функции прогиба 
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 в точках 
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 для случаев жесткой заделки (Табл. 36) и шарнирного опирания (Табл. 37).

Табл. 36
Напряженно-деформированное состояние анизотропной пластины
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	0
	41.77319
	41.77319
	41.77319
	41.77319

	1
	41.75035
	41.80075
	41.75035
	41.80075

	15
	41.85154
	42.58949
	41.85154
	42.58949

	30
	42.43625
	43.75318
	42.43625
	43.75318

	45
	42.76678
	44.30446
	42.76678
	44.30446

	60
	42.43625
	43.75318
	42.43625
	43.75318

	75
	41.85154
	42.58949
	41.85154
	42.58949

	89
	41.75035
	41.80075
	41.75035
	41.80075

	90
	41.77319
	41.77319
	41.77319
	41.77319


Табл. 37
Напряженно-деформированное состояние анизотропной пластины
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	0
	124.39925
	124.39925
	124.39925
	124.39925

	1
	127.54724
	127.66977
	127.54724
	127.66977

	15
	131.14083
	132.78302
	131.14083
	132.78302

	30
	139. 91008
	141. 13788
	139. 91008
	141. 13788

	45
	142. 23420
	143. 93797
	142. 23420
	143. 93797

	60
	139. 91008
	141. 13788
	139. 91008
	141. 13788

	75
	131.14083
	132.78302
	131.140833
	132.78302

	89
	127.54724
	127.66977
	127.54724
	127.66977

	90
	124.39925
	124.39925
	124.39925
	124.39925


Как видно из полученных результатов, функция прогиба в каждом из случаев для каждой из выбранных точек – симметрична и достигает своего максимума при 
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. Графики функций прогиба в точках 
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, соответствующие значениям из Табл.36, представлены на Рис. 15.
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Рис.17.
Графики функций прогиба анизотропной пластины

Из Рис.17 видно, что функция прогиба пластины, как функция угла поворота 
[image: image1399.wmf]a

, симметрична относительно 45 градусов.

Таким образом, предложенный численно-аналитический метод представляет собой эффективный алгоритм для исследования напряженно-деформированного состояния анизотропных толстостенных пластин с одной плоскостью упругой симметрии.
4.5 Анализ напряженно-деформированного состояния изотропных неоднородных прямоугольных толстостенных пластин

В случае изотропного неоднородного тела расчеты проводились для пластин со сторонами 
[image: image1400.wmf]1,0.1
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, единичной нормальной нагрузкой, жестко защемленными боковыми сторонами и жесткосными характеристиками:
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. Расчеты проводились для  значений: 
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Прогиб в этом случае будет иметь вид:
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Рис.18.
График функции прогиба неоднородной прямоугольной пластины 

Величина прогиба в точках из центральной оси: 
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 представлена в Табл.38.

Табл. 38
Напряженно-деформированное состояние неоднородной прямоугольной пластины
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Как видим, максимальный прогиб наблюдается в срединной плоскости пластины.
Выводы
В разделе 4 на основе разработанного подхода получены такие результаты:

1. Достоверность полученных в работе результатов достигается использованием обоснованной математической модели теории пластин, корректностью формулировки задачи, тестированием разработанного подхода на ряде задач данного класса и контролем точности на основе индуктивных оценок.

2. Получены решения ряда задач и проведен анализ напряженно-деформированного состояния изотропных, ортотропных, анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии и функционально-градиентных пластин при разных видах закрепления краев и нагрузки, геометрических характеристиках пластины.

3. Исследовано влияние толщины оболочки, интенсивности нагрузки, типа граничных условий на напряженное состояние пластины.

4. Исследована сходимость результатов при различном количестве точек коллокации и дискретной ортогонализации.

5. Представлен пример расчета значений компонент векторов напряжения.
ВЫВОДЫ

В диссертационной работе разработан эффективный подход к решению трехмерных задач статики анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии прямоугольных толстостенных пластин при разных граничных условиях, который базируется на применении метода сплайн-колокации в двух координатных направлениях для сведения трехмерной краевой задачи к одномерной и решения последней устойчивым численным методом дискретной ортогонализации. Проведен анализ влияния толщины пластины, типа граничных условий на боковых гранях и типа нагрузки на напряженное состояние пластины, в результате которого обнаружен ряд закономерностей распределения полей перемещений и напряжений, которые имеют практическое значение при оценке прочности и надежности элементов конструкций.

При этом получены такие конкретные результаты:

1. На основе соотношений теории упругости выведена разрешающая система дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка в перемещениях, которая описывает напряженно-деформированное состояние анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии толстостенных прямоугольных пластин.
2. Разработана методика расчета анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии пластин, которая заключается в использовании метода сплайн-коллокации в двух направлениях для сведения трехмерной краевой задачи к одномерной и решении полученной одномерной задачи устойчивым численным методом дискретной ортогонализации при точном удовлетворении граничных условий на боковых гранях пластины.
3. Предложенный подход реализован в вычислительном комплексе на ПК, с помощью которого можно проводить расчеты многовариантных задач данного класса при разных видах анизотропии, нагрузки, граничных условий на боковых гранях пластины, геометрических характеристик пластин.
4. Достоверность полученных в работе результатов достигается использованием обоснованной математической модели теории пластин, корректностью формулировки задачи, тестированием разработанного подхода на ряде задач данного класса и контролем точности на основе индуктивных оценок.

5. На основе предложенного подхода получены решения ряда задач и проведен анализ напряженного состояния изотропных, ортотропных, анизотропных с одной плоскостью упругой симметрии прямоугольных толстостенных пластин при различных граничных условиях на боковых гранях, при различной интенсивности нагрузки и толщине пластины. Также проведен анализ влияния типа нагрузки, толщины пластины и типа граничных условий на напряженное состояние пластины. Исследована сходимость результатов при различном количестве точек коллокации и дискретной ортогонализации. Обнаруженные эффекты и закономерности представлены  на графиках и в таблицах.

6. Разработанный на базе предложенного подхода алгоритм, вычислительный комплекс для ПК и полученные в работе результаты могут быть использованы в научно-исследовательских организациях для оценки прочности и деформативности элементов конструкций, которые имеют форму прямоугольных толстостенных пластин.
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